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A-3.1 Dvaja v jednom, jeden v dvoch (5 bodov)

Komu bude teplejšie: jednému človeku spiacemu v dvoch spacákoch navlečených na sebe alebo dvom ľuďom spiacim v jednom, rovnako veľkom spacáku?

Prvý problém je, čo to vlastne znamená povedať, že niekomu je teplejšie. Zmysluplný spôsob, ako to skúmať, je nasledovný: Strčíme do spacáku človeka s konštantným tepelným výkonom Pc a budeme skúmať, aká teplota sa v spacáku ustáli. Kto bude mať väčšiu teplotu, bude mu teplejšie. Nebude nás pritom vôbec zaujímať, že človek musí mať istú telesnú teplotu, pretože toto si človek v praxi rieši tým, že spacák viac alebo menej pootvorí (prípadne sa rozdrkoce, aby tak zvýšil svoj tepelný výkon), ale to až po tom ako zistí, že mu je teplo. 
Pozrime sa teda, čo sa postupne deje s teplotou v spacáku. Kým doň vlezieme, nie je dôvod, aby tá teplota bola iná, než tá v okolí. Pozrime na prípad, že do spacáku ideme preto, že sa chceme ohriať, tzn. že vonkajšia teplota je nižšia než telesná. 
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Prosím, zoznámte sa, toto je vzorec, ktorý budeme potrebovať. A čo nám chce povedať? Je celkom intuitívny. Ps je tepelný výkon, ktorý prechádza spacákom, S je plocha spacáku, ΔT je rozdiel teplôt medzi okolím a vnútrom spacáku, no a R je konštanta, ktorá vyjadruje to, ako veľmi dobrý je ten-onen spacák, inak povedané, ako dobre tepelne izoluje.

Človek, aj keď nič nerobí, má istý tepelný výkon. S kľudným srdcom ho pri spánku môžeme prehlásiť za konštantný (súvisí to s tým, čo je zdrojom tohoto tepelného výkonu – metabolické procesy a svalová činnosť, ktorá až na činnosť hladkého svalstva v spánku takmer úplne mizne). Takto si pomaly vyhrievame vnútro spacáku, ale spolu s rastúcou teplotou stúpa aj tepelný výkon, ktorý prechádza spacákom – a takto o teplo prichádzame. Až napokon (teoreticky po nekonečne dlhom čase, ale v rozumnom čase to bude naozaj veľmi blízko) sa náš tepelný výkon vyrovná s tým, ktorý bude prechádzať cez spacák a teplota sa ustáli.

No a už to skoro máme. Lebo Ps  si môžme nahradiť Pc, teda výkonom človeka (v dobe, keď nás to zaujíma, sú oba rovnaké). V prípade dvoch ľudí je dvakrát väčší, ako keď je len jeden
. A to, čo je ešte rozdielne v tých dvoch prípadoch, je R. Z podobných dôvodov ako boli tie o vyhrievaní spacákov dostaneme, že medzi dvoma spacákmi bude teplota rovná aritmetickému priemeru medzi vnútornou a vonkajšou (inak by sme ešte neboli v ustálenom stave, pretože jedným spacákom by prenikalo viac tepla ako druhým), čo ale znamená, že tepelný výkon medzi vnútrom a stredom a stredom a vonkajškom, a teda aj celkovo, bude polovičný, čo vlastne znamená, že máme dvojnásobné R. Aby sme si mohli konečne vyjadriť vnútornú teplotu, stačí už len pár poznámok. S  bude v oboch prípadoch rovnaké. A vonkajšia teplota tiež. Darmo, svet takto nevyhrejeme. Už si len dosaďme, čo sme zistili.

V prípade jedného človeka v dvoch spacákoch dostaneme:
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A ak máme dvoch v jednom: 
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Teda evidentne ΔT1 = ΔT2 čo znamená, že v oboch prípadoch bude vnútri spacáku rovnaká teplota.

Toľko nám k tomu povedal zidealizovaný fyzikálny model. A ako je to v reálnom živote? Prvé zanedbanie, ktorého sme sa dopustili, je, že plocha spacákov je v oboch prípadoch rovnaká. Vidieť, že jeden človek ju v skutočnosti vie mať menšiu, napríklad tak, že si zhúžve tie pretŕčajúce cípy pod seba. Druhým problémom je predpoklad, že teplo uniká len cez povrch spacáku. Kritickým miestom totižto je otvor, ktorým tam vliezame. Jeden človek si vie sťahovačku utiahnuť tesnejšie, než dvaja a teda takto stráca menej tepla. Rôznych zádrheľov je veľa a je jedno, ktoré ste našli – pokiaľ ste ich vôbec hľadali, pretože netreba zabúdať, že nutnou súčasťou každého dobrého riešenia je aj úvaha nad tým, ako to vyzerá v praxi, pokiaľ zadanie nie je zjavne čisto hypotetické (napr. majme dokonale čierne teleso...) a takisto aj to, ako naše zanedbania mohli ovplyvniť riešenie. Všetky zádrhele (vrátane poznámky 1) však poukazujú na to, že dvojici v jednom spacáku bude o čosi chladnejšie.

A-3.2 Kondenzátorovica (5 bodov)

a) Keď zapojíme kondenzátor do obvodu, chvíľu sa správa ako vodič s nulovým odporom. Ako je to možné, keď dosky kondenzátora sú od seba oddelené dielektrikom?

b) Názorne, t.j. bez výpočtov, odvoďte vzorce pre skladanie kapacít kondenzátorov zapojených sériovo a paralelne. Využite, že kapacita je priamo úmerná ploche dosák a prevrátenej hodnote vzdialenosti medzi nimi.

c) (Viaceré) teoretické výsledky pre kondenzátor platia, pokiaľ jeho dosky sú nekonečne veľké. Načo je táto teória dobrá, keď bežné kondenzátory sú také maličké?

d) Učíme sa, že potenciál elektrického poľa je určený jednoznačne až na konštantu – podľa toho, kde si zvolíme nulu, nám vyjde potenciál ostatných bodov priestoru, podobne ako pri určovaní nadmorskej výšky kladieme nulu na hladinu mora. Aký význam má potom nápis 1.5V na baterke?
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Tak ako je to s tým kondenzátorom? V prvom rade sa zamyslíme nad tým, prečo obvodom, ktorý sa skladá iba zo zdroja, ktorého konce sú spojené drôtom, ktorý je v strede rozstrihnutý prúd netečie – čo ako triviálne sa to zdá. Ako zdroj „zistí“, že obvod je prerušený?  Predstavme si maličký náboj, ktorý sa odvážne vydá z jednej svorky zdroja do druhej.
 V okamihu, keď príde na rozstrihnuté miesto, nemôže sa ďalej hýbať. Elektróny sa rozostúpia rovnomerne po vodiči a spôsobia, že potenciál vodiča vzrastie, z pôvodnej nuly presne na hodnotu U, čo je potenciál svorky, z ktorej elektróny vyštartovali (ak by vzrástol viac, elektróny sa v snahe zaujať miesto s najnižším potenciálom vrátili naspäť do zdroja). To isté sa udeje v druhej polovici obvodu a celkovo to vyzerá tak, že obvodom v skutočnosti pretiekol istý náboj, akurát veľmi malý. V praxi povieme, že nepretiekol žiadny. Keď bude obvod prerušený kondenzátorom, situácia je iná iba z toho dôvodu, že kondenzátor má oveľa väčšiu kapacitu ako kus vodiča. Stále nové a nové elektróny budú pritekať na jednu z dosák, kde budú „uskladnené“ a stále väčší a väčší nedostatok elektrónov vznikne na doske druhej, pričom prebytočné elektróny odchádzajú do zdroja. Obvodom teda netečie prúd v pravom slova zmysle, aj keď všetko vyzerá tak, ako keby tiekol. Časom sa samozrejme aj veľkokapacitný kondík nabije a obvod sa správa ako každý iný slušný prerušený obvod. V prvých chvíľach nabíjania však vôbec nenabitý kondík nekladie žiadny „odpor“, neskôr pôsobí istým „protinapätím“ proti zdroju.

Teraz preskočíme úlohu b) a najprv sa pozrieme na časť c)
. Typickou ukážkou vzorca, ktorý predpokladá obrovské rozmery dosák, je C = Sε / d, čo je vzorec pre výpočet kapacity kondenzátora s doskami s plochou S, vzdialenosťou d, a permitivitou dielektrika medzi nimi ε. To, čo v skutočnosti pri výpočte (napríklad kapacity) potrebujeme, nie je obrovská veľkosť dosiek, ale to, aby dosky boli (v ľubovoľnom svojom rozmere) oveľa väčšie ako ich vzdialenosť d (stručne zapíšeme S >> d). A toto skutočne platí – minimálne pre niektoré druhy kondenzátorov. Na stavbu jedného takého kondíka sa pozrieme: na prvý pohľad vyzerá ako valček zhruba o rozmeroch prsta, to, čo však skrýva vo vnútri, sú dva veľmi dlhé pásy alobalu oddelené tenkým listom dielektrika. Tento sendvič ešte obložený dielektrikom (teda: dielektrikum, alobal, dielektrikum, alobal, dielektrikum) zrolovaný do rolky, vytvára valček, ktorý vidíme. 
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V prípade b) najprv odvodíme skladanie kapacít kondenzátorov C1, C2 zapojených paralelne. V prvom rade budeme predpokladať, že existuje nejaký vzorec, ktorý výslednú kapacitu C z kapacít C1, C2 ozaj vypočíta
. Kapacity C1, C2 si môžeme predstaviť realizované napríklad dvoma kondíkmi s parametrami S1, d a S2, d. Čo by sa stalo, keby sme teraz dosky  priložili tesne k sebe (obr.)? Zrejme by sa nič nezmenilo, pretože v kondíku je každý bod jednej dosky elektricky ovplyvňovaný iba malým okolím náprotivného bodu na druhej doske – zvyšok dosky je príliš ďaleko a pôsobí pod príliš malým uhlom. Priložením dosák k sebe ale získavame nový kondík o ploche S1+S2 a teda kapacite (vzorec zo zadania) C1+C2. A sčítavanie kapacít je presne to, čo sme chceli odvodiť. Pri skladaní kapacít kondíkov zapojených za seba si C1, C2  predstavíme realizované dvoma kondíkmi s parametrami S, d1 a S, d2, viď obrázky dole. Vďaka tomu, že kondenzátor nevytvára mimo medzidosčia žiadne el. pole (až na zanedbateľné oblasti blízko okrajov dosiek), môžeme vodivo spojené dosky 2 a 4 „prekresliť“ tak, ako je to ukázané na ďalších obrázkoch a v konečnom dôsledku ich z obvodu úplne vypustiť, pretože dvojica veľmi blízkych nábojov –Q a Q nemá žiadny elektrický vplyv na zvyšok sústavy. Tým sme situáciu prerobili na jeden kondík s plochou dosák S a vzdialenosťou d1 + d2. Keďže kapacita je nepriamo úmerná d, máme hneď návod na skladanie kapacít: Prevrátené hodnoty sa sčítajú a dostávame prevrátenú hodnotu výslednej kapacity.
No a d) na záver. 1,5 V na baterke hovorí samozrejme o rozdiele potenciálov jej svoriek. Nevieme teda, či potenciály budú 0 a 1,5 alebo 0,5 a 2 či 100 a 101,5, ich rozdiel je však, aspoň do doby vybitia baterky, pevne daný.
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A-3.3 Obesenec (opravoval Kubus)
Na hladkom valci s polomerom R a vodorovnou osou je v rovine kolmej na túto os symetricky položená retiazka dĺžky L a hmotnosti m. Situácia môže vyzerať napríklad ako na obrázkoch. Akou silou je napínaná vo svojom najvyššom mieste? 
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Keď som uvidel tie haldy integrálov vo vašich riešeniach, pravdupovediac som sa dosť zhrozil. Majte na pamäti, že vo FKS väčšinou integrovať naozaj netreba. Integruje sa maximálne tak vo FX, tam sa môžete naozaj vyšantiť do sýtosti. Pozor, niežeby boli integrály nejakým spôsobom nečisté alebo zlé. Je super, keď viete integrovať. Lenže, povedané slovami básnika Sirupa, integrál je ako oheň – dobrý sluha, ale zlý pán. Ukážeme si teda, ako to celé funguje v tomto prípade, počnúc od toho – prepytujem – integrálu. Ľuďom, ktorí sú na d-čka alergickí, odporúčam prvé dve tretiny vzoráku preskočiť.

Rozdeľme si retiazku na veľa drobných kúskov a pozrime sa na jeden z nich: nech je dĺžky dl a nech sa dotýka valca v mieste, ktorého (kolmá) spojnica s osou valca zviera so zvislicou uhol α. Predpokladáme, že retiazka je homogénna, jej dĺžková hustota je teda ρ = m/L. Potom na náš kúsok pôsobí tiažová sila dG = dm.g = dl.ρ.g. Zložku tejto sily kolmú na povrch valca presne vyruší reakčná sila od valca, zostane nám len rovnobežná zložka dF = dl.ρ.g.sin α. Čo sa stane s touto silou? Vieme, že retiazka sa nepohybuje, takže celková sila pôsobiaca na náš malý kúsok musí byť nulová. Keďže nemáme trenie o valec, jediným „riešením“ ako sa vyrovnať s touto silou je napätie v retiazke. Sila, ktorou je kúsok ťahaný „hore“ (v smere retiazky, samozrejme, nie kolmo hore) musí byť presne o dF väčšia ako sila, ktorou je ťahaný dole: vtedy budú všetky sily v rovnováhe. Spočítané dF bude teda práve prírastkom napätia retiazky na našom malom kúsku. [Kúsky retiazky ktoré sa valca nedotýkajú (prevísajú) sú na tom podobne, sila dF bude priamo rovná dG = dl.ρ.g, keďže sa nepapreme so žiadnym dotykom.]

Na konci retiazky je napätie nulové (jej konce nik neťahá), stačí teda sčítať = zintegrovať všetky tieto prírastky napätia dF pre jednu polovicu retiazky a máme napätie, ktorým je napínaná v najvyššom bode (t.j. v polovici).

Tu by sme mohli skončiť, popasovať sa s nepríliš ľúbeznými vzťahmi, pointegrovať nejaký kosínus, nespraviť chybu a dostať výsledok. Pozorný riešiteľ sa však pozrie na vzťah pre dF a hneď si všimne jednu zaujímavú vec. Celý vzťah sa dá prepísať aj ako

dF = dl.ρ.g.sin α = ρ.g.dy,

kde dy je akási výška nášho malého kúska, konkrétne výškový rozdiel medzi jeho horným a dolným koncom. Rovnako to je pre valcasanedotýkajúci kúsok. Pozor pozor, dostali sme teda vzťah, ktorý nezávisí od uhlu α! Sčítavaním (áno áno, integrovaním) týchto prírastkov napätia budeme sčítavať výšky jednotlivých kúskov (násobené konštantou), výsledkom teda bude celková výška retiazky (násobená tou konštantou), čiže F = ρ.g.y. (Kde y je spomínaná výška retiazky, teda výškový rozdiel medzi jej najvyšším bodom a spodnými koncami.)

Presné detaily integrovania pre tieto dva spôsoby riešenia tu rozpisovať nebudem, znalci integrálov si ich určite doplnia sami. Určite sa však zamyslite, ako súvisia (najmä ten druhý spôsob) s tretím, bezintegrálovým! riešením.
Rozseknime na chvíľku retiazku v najvyššom bode. Ak bola napínaná silou F, teraz budeme musieť oba konce držať takouto istou silou, aby nespadli dole. Urobíme teraz nasledujúcu fintu. Jednu z týchto polovíc necháme „spadnúť“ o malý kúsok d. Inak povedané, ak po rozseknutí držal polovicu retiazky silou F maličký trpaslík stojaci v najvyššom bode valca, tak tento trpaslík prejde po povrchu valca vzdialenosť d. Táto vzdialenosť nech je taká malá, že sa na situácii skoro nič nezmení; teda ani sila, ktorou trpaslík retiazku drží, sa skoro vôbec nezmení (a zostane rovná F). Retiazka na trpaslíkovi teda vykonala prácu W = F.d. Odkiaľ na to vzala energiu? No predsa odtiaľ, že sa zosunula o ten kúsok d a získala pri tom nejakú potenciálnu energiu.

Integrály na spočítanie tejto energie však nechajme doma v skrini a pozrime sa na to trochu inak: ak sa homogénna retiazka zosunula o malý kúsok d, je to presne to isté, akoby sme jej zo začiatku (z vrchu) usekli kúsok o dĺžke d a prilepili ho na koniec. Tu už vieme potenciálnu energiu spočítať hneď, bude to jednoducho Ep = m.g.h = ρ.d.g.y, kde y je (tak ako minule) výškový rozdiel medzi horným a dolným koncom retiazky. Z rovnosti vykonanej práce a nadobudnutej potenciálnej energie dostávame F.d = ρ.d.g.y, čiže F = ρ.g.y.

Nakoniec už len geometrická čerešnička, pre úplnosť riešenia si vyjadríme y podľa zadaných parametrov R a L. Ak retiazka neprevísa, teda L < πR, potom jej koncu bude prislúchať uhol α = L/2R (pri značení ako v druhom odseku). Výškový rozdiel medzi vrchom a koncami bude y = (1 – cos α)R, takže napätie v strede je
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Pri prevísajúcej retiazke sa πR dĺžky bude dotýkať valca a zvyšných L – πR bude visieť v dvoch rovnakých kusoch, takže y = R + (L – πR)/2 a teda
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Nakoniec jedna poznámka k riešeniam. Ak máme lano a ťaháme naň zľava silou F a sprava silou F, napätie v ňom bude F, a nie 2F. Prečo? Lebo. Lebo je to definícia napätia v lane. Uvedomme si však, že je to veľmi rozumná definícia. Na vytvorenie niečoho, čo sa dá jasne nazvať napätím vždy potrebujeme dve sily (inak by lano len zrýchľovalo) a ak by sme napätím označovali dvojnásobok jednej potrebnej sily, spôsobovalo by to kopec divných komplikácií. (Napríklad, uviažem lano o stĺp a ťahám ho silou F, čím spôsobujem napätie 2F. Atď.)

[image: image23.wmf]A-3.4 Valček (opravovala Marcelka)
s dĺžkou l, prierezom S a hmotnosťou m začneme ťahať silou Fl doľava a Fp doprava. Akým tlakom namáhame vnútro valčeka? Presnejšie, keby sme si z valčeka odkrojili úzky krúžok ako z klobásy, akými tlakmi by bol tento krúžok rozťahovaný?
Zlá správa pre všetkých, ktorí sa pokúsili riešenie odbiť tvrdením ako napríklad, že vnútro valčeka je rozťahované väčšou z dvojice pôsobiacich síl: Pnutie vo vnútri valčeka sa bude meniť s polohou vo valčeku. Preto správna odpoveď musí vyzerať nejako takto: Ak sme vzdialení x od ľavého okraja, bude pnutie vo valčeku rovné blabla. Špeciálne, pnutie pri ľavom okraji musí byť Fl / S, pri pravom Fp / S. Zamyslite sa prečo. Najprv ukážeme riešenie pre všeobecné x inšpirované Samom Hapákom a Luciou Simanovou, čím sa im obom podľa neúprosných pravidiel body predeľujú na polovicu:
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Zrýchlenie valčeka vieme vypočítať ako 
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 (za kladný smer považujeme smer doľava). Rozdeľme valček na 2 časti vo vzdialenosti x od ľavého konca valčeka. Ľavý kus valčeka má hmotnosť 
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. Tento kus (tak isto ako celý valček) zrýchľuje so zrýchlením a, takže výslednica síl, ktoré naň pôsobia musí mať veľkosť 
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. Na kus pôsobia 2 sily: Fl doľava a neznáma sila F od pravého kusu valčeka doprava. Preto musí platiť 
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. Odtiaľ dostávame 
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. Vo vzdialenosti x od ľavého konca valčeka je teda napätie 
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Skúsme sa ešte pozrieť na príklad z iného uhla. Na chvíľu zabudnime na valček a predstavme si vlak. Bude mať lokomotívu a 8 rovnakých vagónov (každý o hmotnosi m) a bude rovnomerne zrýchľovať so zrýchlením a. Čo bude cítiť prvý vagón? Lokomotíva ho ťahá silou 8 ma (presne takáto sila je potrebná, aby začalo niečo s hmotnosťou 8 m zrýchľovať so zrýchlením a). Zároveň tento vagón musí ťahať ďalších 7 vagónov, teda na ne musí pôsobiť silou 7 ma. Z jednej strany teda vagón ťahá sila 8ma, z druhej 7ma. Podobnou úvahou zistíme, že na druhý vagón pôsobí z jednej strany sila 7ma a z druhej 6ma, a tak ďalej. Na posledný vagón už pôsobí len sila veľkosti ma z jednej strany. Zisťujeme teda, že každý vagón bude „rozťahovaný“ inak. Tiež si môžeme všimnúť, že sily pôsobiace na vagón z jednej a druhej strany lineárne klesajú s poradím vagónu.

[image: image24.wmf]S trochou snahy si valček vieme predstaviť ako vlak, ktorý má veľmi veľa (označme si tento počet N) vagónov v tvare tenučkých krúžkov. Na každý krúžok bude pôsobiť nejaká sila F doľava a sila 
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doprava. Ak je N dostatočne veľké (teda ak sú krúžky veľmi tenké), na obe strany krúžku pôsobia približne rovnaké sily a napätie v mieste, kde sa nachádza krúžok bude 
[image: image15.wmf]S

F

. Podobne ako pri vlaku, aj vo valčeku sily pôsobiace na jednotlivé krúžky klesajú lineárne s poradím krúžku – teda s polohou krúžku. Vieme, že krúžok najviac vľavo je ťahaný silou Fl a krúžok najviac vpravo je ťahaný silou Fp. Závislosť napätia vo valčeku od polohy o preto bude vyzerať takto (napätie je označené písmenkom σ):

Toto je vyjadrené rovnicou 
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Tento seminár podporujú

KTFDF FMFI UK,
JSMF,
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� Tu ste mnohí vo svojich riešeniach spravili chybu – predpokladali ste, že tepelný výkon človeka klesne, pretože keď sú dvaja „nalepení“ na sebe, teplo sa vylučuje iba „nenalepenou“ časťou tela. To je samozrejme pravda, ale nenalepenou časťou tela potom môžem vypúšťať tepla o čosi viac. To všetko vďaka tomu, že krv pomerne efektívne teplo rozdistribuuje po celom tele.


� Prečo by to náboj robil? Pretože zdroj si môžme predstaviť napríklad ako veľkú kovovú guľu plnú elektrónov, ktoré sú tam veľmi natesno, silno sa odpudzujú a v okamihu, keď zdroj spojíme s elektricky neutrálnym vodičom, tam bude pár najbližších elektrónov vytlačených.


� Prvá filozofická odpoveď na otázku znie – a prečo by sme nemohli používať malé kondenzátory, ktoré sú praktické (aj keď možno ťažko porátateľné) a mať aspoň dáke pekné teoretické výsledky pre veľké kondenzátory? Konieckoncov, je to bežný postup v mnohých vedných oblastiach, kde teoretické výsledky platia pre veľmi zidealizované podmienky a s praxou nemajú spoločné veľa. Tuto je však situácia iná.


� Tento predpoklad je dôležitejší než by sa na prvý pohľad zdalo, ale po chvíli rozmýšľania ľahko zistíme, prečo je to tak.


� Aj keď Tomáš si to po Kubíkovi prečítal celé a odporúča vám sa tým prehrýzť, lebo Veľkú teóriu malých kúskov vám málokto vysvetlí prehľadnejšie.


� Ak máte problém predstaviť si polovicu retiazky ako koná prácu na trpaslíkovi, možno bude jednoduchšie pozrieť sa na opačnú situáciu, keď trpaslík vyťahuje polovicu retiazky o vzdialenosť d.
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sily posobia na cele podstavy, nie len na ich stredy.
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