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Vzorové riesenia a vysledky 3. série 3. ro¢nika

FX7 Hmota (Opravoval Bzduso)

Marian si kupil asteroid s objemom V' z plastickej hmoty o hustote
p, a v priestore si vyznacil bod B. Ako md tento asteroid vytvarovat a
kam ho md umiestnit, aby bolo v bode B ¢o najvicsie gravitacné pole?
Aka by bola velkost tohto gravitacného pola, ak by parametre V a p
asteroidu boli zhodné s tymito parametrami Zeme?

Ulohu si rozdelime na dve ¢asti, ktorjm sa poriadne povenujeme.
Najprv musime najst tvar telesa, v ¢om nie je nijakd fazka matema-
tika. Ked sa vysporiaddme s nim, zistime velkost gravitacného zrych-
lenia v bode B, ¢o nam da priestor si z chuti zacvicit integrovanie.

Vlozme si bod B do pociatku stiradnicovej ststavy a pozadujme,
aby vysledné pole v tomto bode bolo rovnobezné s osou z.! Aby sme
boli dohodnuti Gplne jednoznacne, tak nech pole v B smeruje doprava
a teda aj asteroid sa bude nachédzat napravo od osi .

Predstavme si, Zze v rukich drzime nejaky asteroid. Ak by sa dala
jeho hmota nejakym spésobom popresuvat tak, aby sa v B zvicsilo
pole, tak by sme ju presunuli. Ak budeme v ruke drzat spravny aste-
roid, akykolvek presun hmoty bude pole v danom bode len zmensSovat.
Znamena to, ze povrch asteroidu musi byt tvoreny bodmi, ktoré pris-
pievaju k x-ovej zlozke gravitacného zrychlenia v B rovnakou mierou.
Inak by sme predsa mohli odlepit kus hmoty odniekial, kde prispieva
menej, a pridat ju niekam, kde prispieva viac.

Ak si vezmeme rez telesa rovinou xy, tak hmotnost dm v nejakom
mieste [x,y, 0], vytvara v bode B pole velkosti

dg = ﬁyzdm,

kde GG je gravitacna konstanta. Pre nas je doélezita x-ova zlozka tohto
gravitacného zrychlenia,

dgy = ———d .

g
Vo2 4y (22 +y2)3

Vieme, Ze hustota hmoty je konStantnd, preto aby rovnako velky
kus hmoty na fubovolnom mieste povrchu prispieval k polu v bode B

IPreyslite si, ze symetria situacie vyzaduje aby hladany tvar asteroidu bol symetricky okolo osi .
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rovnako, musi pre cely povrch asteroidu platit
x
@+ !

kde C' je akési konStanta, o ktorej zatial ni¢ blizSie nevieme. Ked si
tento vyraz vhodne upravime, dostaneme rovnicu pre povrch asteroidu

v tomto reze.
y =\ Ax3 — 22

’ v . ’ _2 . ’ v . . v
Nova konstanta A je rovna C 3. Pripominam, Ze asteroid je rotacne
symetricky okolo osi x. Ak cheme ziskat predstavu, ako ten asteroid
vyzera, mozeme vyuzit daky mazany softvér:

o5

Teraz je ten spravny Cas na zvrhlé integrovanie. Aké silné pole vy-
tvori takyto asteroid s objemom V na svojom povrchu??
RozrieSme najprv problém normovacej konstanty, tj. aké musi byt A
v nasom vyraze pre y, aby objem asteroidu bol naozaj V7 Rozsekajme
si pozdlz osi x asteroid na nespocet diskov s hrabkou dz. Kazdy z nich
bude mat objem
dV = my’da.

Celkovy objem urc¢ime integrovanim. Dolnd medza integralu je zrejme
nula.® Ak polozime y = 0, dostaneme aj hornt medzu z = A1, Ak to

2Citatelovi odportéam vziaf si do ruk ceruzku a papier a vietky integraly si skusit predstavit na
vlastnom obrazku.
3Zaviedli sme to este pri odvadzani rovnice povrchu asteroidu



vsetko spojime dokopy, postupne dostavame

Al Al
Vz/ 7Ty2d3}=7'('/ (Ax
0 0

po dosadeni a tuprave dostaneme

V:%A%, Gize A:<15v>.
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Konecne sa mdZzeme pozriet na vytvorené gravitacné pole. Aby sme
mali vysledok s ¢im porovnat, spocitajme si vopred, aké je tiazové
zrychlenie Zeme vyjadrené pomocou jej hustoty p a jej objemu V.

Zem vytvara gravitacné pole ako hmotny bod,* preto na jej povrchu
bude

g GMy
7 = :
R

Ak si vezmeme My = pV, kde objem V je 3mR% dostdvame

ATpGR /4 4\? L (1672\°
gZ:L:pG (—ﬂR%) <—7T> = pGV'3 (—W> :

3 3 3 9

Teraz sa pozrime na gravitacné pole nasho asteroidu. Opit si aste-
roid rozsekame na marne kusky. Konkrétne znova na tenucké disky s
polomerom vy, ktoré ale este budi samé poskladané z akychsi prstencov
so stredom na osi x. Oznac¢me prispevok jedného konkrétneho disku
vo vzdialenosti  a hrubky dz od pociatku stradnicovej stustavy ako
dg. Ten ziskame integrovanim prispevkov od spominanych prstencov.
Oznacme preto este prispevok jedného konkrétneho prstenca s polo-
merom 7, hribkou dr ako d?¢. K vyslednému polu v bode B budu
prispievat len zlozky d2?¢ v smere osi x, kolmé zlozky sa zo symetrie
vyrusia. Ked si este uvedomime, zZe hmotnost dm takéhoto prstenca
bude rovna dm = p2rrdrdz,® dostaneme

2nrdrdzpG x
Pra? VR e

4Aby tento fakt platil tiplne presne, musela by byt Zem homogénnou gulou, alebo by sa jej hustota
v zéavislosti od vzdialenosti od stredu musela menit vo vSetkych smeroch rovnomerne, ¢o je do rozumnej
miery splnené.

SPredstavte si ho ako slizik tvaru kvadra so stranami dr, dz a 277, ktory sme zatoéili do kruhu a konce
spojili. Ak je dost tenky (dr dost malé), pri tejto operécii sa objem prili§ nezmen.

dzgx =




Pre spominany disk dostavame

r=y(z)
dg - / d29w
r=0

V Av3—a? rdr
= 2rpGr dr——
0 (x2+12)2
1 r="V Az¥ g2
= 2mpGrdr {——1]
(332 + y2)§ r=0

win

X

1 1 1
= 21pGrdr (= — —= | =27pG (1 — dz.
”p”(w \/Z> r ( VA )

Vysledné pole v bode B dostaneme integrovanim dg od 0 po . =
A3.5 Postupne dostdvame

T A%
max 1 9
g= / dg = 27TpG/ (1 — x§> dx
0 0 VA

3 1=
= 2mpCG |z — T3
P { 5V A ]:0
5
3 1

— 27pG (A% = g (at) A—§> - %pGA%

T

Ak si spomenieme, Ze konstantu A sme si vyjadrili pomocou objemu
V', modzeme ju zan nahradit a po par upravach dostat tvar

L [4872\ 3
— WGV .
g=p (25)

Konec¢ne sme dosli k rieSeniu. Sta¢i uz len porovnat gravitacné
zrychlenie vytvorené Zemou na jej povrchu a pole vytvorené nasim
asteroidom v bode B. Pre podiel ich velkosti dostaneme

9 o2 o1 026
9z 25
Vidno, Ze to nie je velky rozdiel a Ze gula je vcelku optimalny tvar.
Vsetky integraly sa dali samozrejme pocitat aj v sférickych stradni-
ciach, vysledky st vsak tie isté, tak sa s tym nebudeme trapit. Dufam
tiez, Ze vSetky hladné otazky, ktoré bolo treba zodpovedat, st zodpo-
vedané a zvysné si zodpovie kazdy aj sam.

SRovnost sme odvodili pri poéitani objemu asteroidu z podmienky y = 0.
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FX8 Balvan (Opravoval Jakub)

Kubik nasiel v Tatrdch velky balvan. Nasiel si na nom velkd hladki
plochu a na 1w si nakreslil maly $tvorec ABCD so stranou a. Ked
medzi body A a B pustil prud I, medzi bodmi C' a D nameral napdtie
U. Aky je merny elektricky odpor balvanu?

Prvy krok je ujasnenie si podmienok, zvany tiez idealizacia prob-
lému. Nas kamen budeme povaZovat za nekonecne velky polpriestor,
dokonale homogénny (s mernym elektrickym odporom p vsade rovna-
kym) a vzduch v druhom polpriestore za dokonale nevodivy a nepola-
rizovatelny (najlepsie nech to je rovno vakuum). To by bola ta lahsia
Cast za nami. ..

Dalej vyuzijeme silny kaliber — princip superpozicie. Vdaka nemu
nemusime skumat priloZenie oboch kontaktov sucasne, ale mozeme
si posvietit na situéciu s jednym priloZenym kontaktom, potom oso-
bitne s druhym kontaktom (Co st vdaka nasSej idealizacii rovnocenné
situdcie) a potom vysledné rieSenie je superpoziciou (su¢tom, resp.
zlozenim) ¢iastoénych vysledkov. Tu by som poznamenal, Ze princip
superpozicie je ¢osi absolutne zdkladné a Maxwellove rovnice (popi-
sujuce kompletne cely elektromagnetizmus) tento princip samozrejme
umoznuju. V nasom priklade ho ,zneuzijeme® nasledovne:

SITUACIA 1: v mieste A mam prilozeny kontakt s potencidlom Uy
(meranym voci Zemi dostatocne daleko od A, inak povedané, nulovi
hladinu potencidlu som umiestnil do nekone¢na) takym, Zze mi cezen
do kamerna tecie prave prud o velkosti I. Potencial v mieste B oznac¢im
Uy, v C Uy a napokon potencial D bude Us.

SITUACIA 2: v mieste B mam priloZzeny kontakt a chcem, aby mi
tadial z kamena tiekol prave prad o velkosti I. Teraz si ale spomeniem,
ze také Cosi som uz predsa niekedy videl, len v trochu odliSnom Sate
a trosku posunuté (¢o vzhladom na rozlahlost nekone¢ného rozhrania
balvan-vzduch neméze na vysledku ni¢ menit). Je to presne rovnaka
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situdcia ako v 1-tke, len s opa¢nym smerom pridu. Zrejme teda ked
vSetky potencidly z ¢asti 1 dostanti minusko a budem ich opit merat
vo¢i nule v nekonecne (referenénti hladinu som zachoval), tak to bude
pracovat tak ako budem ja piskat! Pre nas zaujimavé body su sice
zrkadlovo pretocené, ale to pri naSej symetrickej lohe nemdze hrat
ziadnu rolu (zrkadlovo pretocena situacia 1 je stale 1 — lebo tam mam
iba jeden vyznaény bod, ktorym do balvanu puastam prad). Takze
mozem smelo povedat, Ze potencidl v B bude —Uy, v A —Uy, v C —Us
avD —Uz.

SUPERPOZICIA SITUACII 1 A 2 (s¢itam potencial a prud v kaz-
dom mieste priestoru): v bode A mi kontaktom tecie prad I do ka-
menia, v B mi tecie prud I z kameria do kontaktu. Potencidl (opéft
meriam vo¢i nekoneénu, kde je aj po superpozicii nulovy potencial) v
AjeUy—U, v BU —Uy, vCUy—Uzav D Us— U, VSimnime si,
ze tato superpozicia jednoduchych situacii 1 a 2 je presne nas zadany
problém, ktory mame riesit (lebo balvanom naozaj preteka prad I me-
dzi bodmi A a B, ¢o je jedind podmienka, ktort musime splnit, aby
sme dostali ekvivalentnt situdciu). Ostdva nam teda urcit Uy a Us v
zavislosti od I, p a a — potom napétie U zo zadania je rovné absolitne]
hodnote rozdielu potencialov v bodoch C a D, ¢ize U = 2|Uy — Us|.
Ocakavame teda, Ze cez Us a Uz dostaneme zavislost U od I, p a a, z
ktorej vyjadrime p pomocou znamych veli¢in U, I a a.

Riesme teraz situaciu 1. Mame bod A, ktorym do balvanu ,,pum-
pujeme” prud I, merny elektricky odpor balvana je p a v nekonecne
je nulovy potencial. Vidno, ze situacia je rotacne symetricka, preto
Ak sa lepsie prizrieme, zbadame, Ze situacia je dokonca v ramci ka-
menného polpriestoru sféricky symetrickd — to znamena, ze potencial
na lubovolnej polsfére (povrch polgule) so stredom v bode A je kon-
Stantny.

Teraz urobime krok, ktory sa vymykéa predstavivosti beznych indi-
vidui, hoci je zrejmé, ze méa zdravé jadro — konkrétne, ten nas balvan
mozeme chapat ako vodi¢ (drot) medzi bodom A a ,nekonecnom*, so
Zvadsujicim sa prierezom S = 2712, kde r znad¢i vzdialenost od bodu
A. To mdzeme preto, lebo prud naozaj tecie vzdy len smerom von z
polgule so stredom v A. Skusime urc¢it odpor takéhoto vodica: Uréite
poznate vztah pre odpor R vodi¢a konstantného prierezu S, dizky d
a s mernym elektrickym odporom p v podobe R = p%. Tak my si nas
polgulovity vodi¢ moézeme rozkuskovat na tenucké skrupinky hruabky
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Ar a prierezu S = 27r?, ktoré st zapojené sériovo za sebou. Moézeme
to urobit prave preto, lebo na povrchu kazdej takej Skrupinky bude
konstantny potencial.

Vysledny odpor nasho vodica od pociatku A do bodu vo vzdia-
lenosti d bude potom suma vsSetkych odporov Skrupiniek az po tu
skrupinku, ktorej polomer je prave d.

= ct+o+=+T .+

— RiH R. Rs} R.|

NuZ a ked prejdeme od Skrupiniek malilinkej hrabky k infiniten-
zimalnej hrabke, tak sa nam suma zmeni na integral, z Ar sa stane
diferencial dr a dostavame vztah

d
R(d):/opdr Y S S

orr2 U oy ord | 270

Toto je vsak trosku neprijemné, lebo sme dostali v menovateli nulu
(hovorime, Ze integral diverguje do plus nekonec¢na). Skusime sa s
tym nejako vyrovnat. Najprv odstranime ideologicky problém (sku-
tocne by bolo neprijemné, keby ndm nas odpor vysiel nekonec¢ny, lebo
by sme nim nemohli ,pretlacit” Ziaden prud) tym, ze kontakt nikdy
nebude presne bodovy. Kazdy rozumny kontakt méa nejaky rozmer,
oznacme ho «, a ten mozem pri istej davke predstavivosti povazovat za
velmi dobre vodivy a polgulovity. Potom by sme pri ur¢ovani odporu
vo vzdialenosti d od bodu A dostali ako vysledok integralu R(d) =
[—ﬁ]g = —g525 + 52—, ¢o uz je konecné. Prakticky problém vyrieSime
este jednoduchsie, lebo my potrebujeme urcit len U = 2 |Us — U;| =

21(R(v2a) — R(a)) = 21 [ gty = 21[~2]¢% = 22021 g6 pa

rozmere kontaktu ¢i jeho bodovosti vobec nezavisi. Odtial dostavam
aj vysledok

Urv2a
I(V2-1)
Este dodam, Ze pre odpor nevelmi extravagantnych vodicov sa sku-
to¢ne pouziva vzorec na vypocet odporu R = [ pd—g, ktory ma vsak
obmedzenti platnost pre vodice, v ktorych je smer pradu viac-menej

p:

rovnobezny s dlzkou (t.j. so smerom, v ktorom uvazujeme dr). Tato
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poziadavka je splnené tuplne len pre velmi symetrické pripady: napri-
klad pre vodi¢ konstantného prierezu alebo pre Ilubovolny vysek gule
(napr. aj polgulu) — v takom pripade totiz prid tecie kolmo na casti
sfér a to je presne smer, v ktorom hovorime o dizke (dr).

Este jedna poznamka o napéti potrebnom na pustenie pradu I do
zeme. Pre situaciu 1 musi platif Uy = IR(00) = I[—42]% = 5. Cize
o velkosti potrebného napéitia rozhoduje okrem merného elektrického
odporu kamertia p a pozadovaného pradu I aj velkost kontaktu (pri
polgulovom kontakte napriklad jeho polomer «). Presne rovnako to
plati aj pre situaciu 2. Takze napéitie zdroja potrebné na vyvolanie
pradu / spominaného v zadani (za predpokladu rovnako velkych kon-
taktov o polomere «) je

Uy = 210 =l = 2100 — (0~ 1R(@))| = £ (L= 1),
T\ a

Alternativne riesenie zadanej tlohy vyuziva taktiez superpoziciu
na také dve situacie ako sme mali aj my, avSak situaciu nepopisuje po-
mocou potencialu, ale pomocou elektrickej intenzity E. Tato je podla
Ohmovho zakona (zapisaného v diferencidlnom tvare) priamo tmerna
plosnej hustote prudu i = %E. Kedze priud pozndme a nas problém
je stéricky symetricky, tak vieme, Ze kazdou sférou musi tiect préave
prad o velkosti I a smerom kolmym na nu. V reé¢i formal (nie tych
motorovych...) zapiSeme i(r) = %;__::'
tor miesta A, kam pustame prad I; a vektor r ur¢uje miesto, v ktorom
zistujem plo$na hustotu pridu i. Spolu s Ohmovym vztahom tak ale
fakticky pozname elektricka intenzitu E v celej oblasti. Vieme aj to,
7e U = f(? E-dr (integral po drédhe z bodu C do D). Ak si rozumne za-
vedieme stradnicovu ststavu, tak vyjde celkom slusny integral, ktory
sa da spocitat pomocou substitiicie. Vysledok je, ako inak, rovnaky.

5, kde rp znaci polohovy vek-

FX9 Buarka (Opravoval Kubus)

Matus prave sedel na like a pocital fyziku, ked sa zrazu prihnala
velkda burka. Pocas burky do zeme ndhodne udieraji blesky, pricom na
kilometer stvorcovy za celi burku priemerne udrie p bleskov. Akd je
priemernd hodnota vzdialenosti Matusa a miesta, kde udrel k nemu
najblizsi blesk?

RieSenie 1. Pravdepodobnost, Ze najblizsi blesk udrel vo vzdiale-
nosti r odo mrna, je suc¢inom pravdepodobnosti, Ze vo vzdialenosti r
nejaky blesk udrel, a pravdepodobnosti, ze blizsie ako r ziaden neudrel.
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Samozrejme, pravdepodobnost Ze blesk udrie presne do vzdialenosti
r je nulova, ale my budeme v koneénom dosledku integrovat, a teda
hrat sa s pravdepodobnostami ze blesk udrel vo vzdialenosti z inter-
valu [r, 7+ dr).

Oznacme si pravdepodobnost, Ze v nejakom pevne uréenom tizemi
s plochou A pocas celej burky neudrel blesk, ako p(A). (Ndhodnost
udierania bleskov ndm zarudi, Ze tato pravdepodobnost je rovnaka pre
fubovolné tizemie s plochou A.) Potom pravdepodobnost, ze vzdiale-
nost najblizsieho blesku je v intervale [r,r + dr), bude rovna

[1— p(n(r 4 dr)?* — 7r?)] - p(ar?).

(Ak nevies odkial sa tento vztah vzal, pozri si znova prvi vetu vzo-
raku.) Samozrejme, pre malé dr moZeme napisat

m(r+dr)? — ar? = 7(r® + 2rdr + dr* — r?) =~ 27rdr,
a teda
p(r(r+dr)?* — 7r?) = p(2rrdr) ~ p(0) +p'(0)27rdr = 1+ p/(0)27rdr.

(Zrejme pravdepodobnost p(0) Zze do prézdnej plochy neudrie blesk
je 1.) Priemerna hodnota vzdialenosti, v ktorej udrel najblizsi blesk,
bude teda

X = }liII(l) (Z nd - P[vzdialenost najblizsieho blesku € [nd, nd + d)])
- n=0

= / r - P[vzdialenost najblizsieho blesku € [r,r + dr)]
0

= [ re = platr+ dr? = ) )
0

= / —27p(0)r*p(7r?) dr.
0

(Prvy resp. druhy vztah mozeme brat ako definiciu priemernej vzdiale-
nosti. Ak vam nie je po chuti, skiiste si priemernt vzdialenost definovat
sami. Ak to nejde, skuste si priemerné hocic¢o definovat na konecnej-
Som priestore udalosti.)

Teraz ndm uz len staci zistit funkciu p, pricom vieme Ze na jeden
kilometer stvorcovy udrie priemerne p bleskov. Zistime ju napriklad
takouto ,sedliackou tivahou“. Vezmime si nejaké tizemie s plochou
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A+ B arozdelme ho na tzemia s plochami A a B. Potom musi platit

p(A + B) = P[do tizemia A + B neudrel blesk]
= P[do tzemia A neudrel blesk ani do izemia B neudrel blesk|
= P[do izemia A neudrel blesk] - P[do izemia B neudrel blesk]

= p(A)p(B).

Takyto vztah musi platit pre lubovolné A, B > 0. AvSak jediné funkcie,
ktoré tento vzfah splitaji, st exponencidlne funkcie tvaru p(z) = .
(Preco? Skuste si napriklad zderivovat rovnicu p(z + y) = p(z)p(y)
podla x.) Este stale v8ak musime néjst konstantu «, zrejme bude zavi-
siet od p. Zoberme si velmi mala plochu dA. Priemerny pocet bleskov,
ktory udrie na tuto plochu pocas burky, bude z definicie p jednoducho
pdA, ale tieZ ho m6Zzeme napisat ako

pdA = Z n - P[na plochu dA udrie n bleskov].
n=0

Lenze, ked bude plocha dA velmi maléd, mozeme pravdepodobnost
ze na nu udrie viac ako jeden blesk oproti ostatnym zanedbat, ¢im
dostavame

pdA =~ P[na plochu dA udrie 1 blesk]
~ P[na plochu dA udrie aspon 1 blesk]
=1-p(d4)=1-¢"4
~1—-(1+adA)=—adA,

¢ize o = —p a teda pravdepodobnost, Ze na plochu s obsahom A pocas
burky neudrie ziaden blesk, bude
p(A) = e

Dosadenim do povodného vztahu pre X dostavame
& 2
X = / 2mprie ™" dr,
0

¢o nam uz len zostava zintegrovat. Nechajme si to az na koniec a
pozrime sa na trochu ini metédu riesenia.

RieSenie 2. Zoberme si nejaka plochu A a rozdelme ju na N ma-
Iych kaskov. Ak budu tieto kiisky dostato¢ne malé, mozeme v prvom
priblizeni predpokladat, Zze na kazdy z nich dopadne nanajvys jeden
blesk. Pozrime sa na takyto jeden kusok. Bud nan dopadne jeden blesk
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alebo nula bleskov. Jeho plocha je A/N, takze z definicie p nan do-
pane priemerne pA/N bleskov. No ale to znamené, Ze jeden blesk tam
bude s pravdepodobnostou pA/N a nula bleskov s doplnkovou prav-
depodobnostou 1 — pA/N. (Mimochodom, rovnaka tivahu sme robili
v prvom rieseni.)

Celkovéa pravdepodobnost, Zze na celt plochu A dopadne n bleskov,
bude potom v nasom priblizeni

N\ [ pA\" ] pA Ne=n

G)(F) (%)
(Lebo na niektorych n z N plésok dopadne jeden blesk a na zvysné
nula bleskov.) No a zrejme ¢im vyssie bude N, tym mensie budu jed-
notlivé kisky a tym presnejSie bude nase priblizenie, Ze na kazdy z
nich dopadne najviac jeden blesk. A d& sa aj ukazat, Ze ak poSleme N

do nekonecéna, nas vzorec bude presny. Teda pravdepodobnost, Ze na
plochu A udrie n bleskov, bude

- () (3 (-5

i -2 ()

N—oo (N —n)ln! N7 n
' n N —-n
—gim A pANT A
N—oo (N—TL)'N" n! N
1 (IOA) . e—pA . 1

n!

Sami si premyslite, pre¢o ma kazdy zo sucinitelov uvedent limitu. V
urceni limity tretieho z nich sme pouzili znamy vztah (1 + %)N — e”.
Kto chce vediet viac, nech si napriklad na internete vyhlada Pois-
sonovo (a na oZzivenie pamiiti aj Binomické) rozdelenie, kto nie, nech
si aspotl overi, Ze tento nas vztah déva spravne vysledky pre prav-
depodobnost Ze na plochu udrie aspon nula bleskov (mala by byt sa-
mozrejme rovné 1), pre oakdvany pocet bleskov (malo by byt pA, z
¢oho sme vychadzali), aj pre pravdepodobnost, Ze na plochu A neudrie
ziaden blesk (mala by byt rovnako p(A) ako sme zratali predtym).

My tento vztah uz len pouZijeme na spocitanie prikladu. Podobne
ako minule napiseme pre priemerni hodnotu X vzdialenosti najbliz-
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sieho blesku, len uz nebudeme pouzivat povodné p ale nas vztah.

X = }lirr(l) (Z nd - Plvzdialenost najblizsicho blesku € [nd, nd + d)])
- n=0

= / r - P[vzdialenost najblizsieho blesku € [r,r + dr)]
0

- / r - P[blizsie ako r udrelo 0 bleskov]-
0

- P[vo vzdialenosti [r,r 4+ dr) (v tom medzikruzi) udrel 1 blesk]
_ /OOT- (pmr?)? pmr? (p2mrdr)! i —
0

0! 1!

= / LI P / e~ "™ 2mpr? dr,
0 1 1 0

ako v predoslom rieseni.

(Mimochodom, vSimnite si, Zze tieto dve rieSenia obsahovali vela
rovnakych tivah, lisili sa vlastne len v tom, ako presne sme vyhutali
vzorec s exponencialnou funkciou. Tiez si vSimnite, Ze druhé riesenie
je o Cosi vSeobecnejsie.)

Integral Nakoniec len poratajme integral, ktory vysiel v oboch rie-
Seniach. Mo6Zeme sa s nim popasovat per partes (skuste si!), alebo nam
pomdze nejaky matematicky softvér, alebo nasledujtica drobna finta.
(Nie az taka potrebné, kedze to ide per partes, ale celkom zaujimava
a uzitocnd, tak si ju ukazeme.) Vieme, ze [;e™" dr = 1,/Z. Ak
si oznacime f(t) = [;° e dr = 51/ 7, derivovanim vSetkych troch

stran rovnosti podla ¢ dostavame
o0
/ 2 —tr? 1 T
t) = —rfe”" dr = ——/ =.
f ( ) /0 4\ 3

(Mudre vety nam hovoria, Ze za istych podmienok mézeme vymenit
. . 4 . . , ven 42 42
poradie derivacie a integralu, ¢ize & [Fe " dr = [ 2(e7"") dr,

odkial mame prostredny vztah.) Vynasobenim —2¢ dostavame

/OO 2t7“2@_trz :1 E
0 2\ t’

no a dosadenim 7p za t dostavame hladani hodnotu integralu

> 2 1
X = / o2mprie ™ dr = ——.
0 2\/p
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Vysledkova listina FX po tretej sérii.

# Riesitel FX1-6 FX7 FX8 FX9 >
1. Filip Kubina 22 ) 5 0.5 32.5
2. Jan Hermann 14.5 4 - 5 23.5
3. Lukas Konecny 14 - - - 14
4. Lucia Simanova 11.5 - - - 11.5
5.  Michal Spisiak 10 - - - 10
Peter Vanya 10 - - - 10

7. Samuel Hapak 3.5 - - 5 8.5
8. David Vendel 5 - - - 5)
9. Ivan Burmister 1 - - - 1
Michal Hojcka 1 - - - 1
Peter Ondac¢ 1 - - - 1

12.  Zuzana Horvathova 0 - - - 0
Fugen Hruska 0 - - - 0
Barbora Sedlackova 0 - - - 0
Alena Cerné 0 - - - 0
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