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FX [f:ks]

Vzorové riesenia a vysledky 5. série 4. ro¢nika

FX13 Kolieska (Opravoval Jakub)

Marcel sa rad hra s kolieskami. Minule vzal dve homogénne kolieska
s hmotnostou M a polomerom R a pripojil ich na opacné konce spo-
locnej lahkej osky dizky 2L tak, aby sa mohli otdcat nezdvisle od seba.
Potom toto cudo poloZzil na vodorovniu podloZku a kolieska roztocil tak,
aby sa oska otdcala uhlovou rychlostou w okolo zvislej osi prechddzaji-
cej jej stredom. Akd je celkovd kinetickd energia tohto cuda, ak kolieska
nepresmykuju?

Najprv si tlohu skonkretizujeme, aby bola primerane lahka/tazka:

e Kolieska budem povazovat za dokonale tuhé teleso v podobe neko-
necne tenkého homogénneho disku (keby to bol homogénny valec,
tak by sa to dalo riesit presne rovnako, len by sa zmenil tenzor
zotrvacnosti).

e Spajajica oska je dokonale tuhéd a nehmotna (jej kineticka energia
je nulova).

e Podlozku povazujem za inercidlnu vztazna ststavu a v tejto si-
stave budem podcitat kinetick energiu toho zadaného ¢éuda.!

Taktiku boja zvolime ,priamociaru“. Dosledne odvodime formuly
pre kinetickt energiu tuhého telesa a nasledne ich aplikujeme na danu
ulohu.

Varovanie! V tomto rieseni sa buda vyskytovat vo velkom pocte
vektorové veliciny, pisané tucéne. Operovat s nimi budeme adekvatne
ich povahe. Hojne sa bude pouzivat skalarny a vektorovy sucin. Ako
cvicenie si skuste dokazatf platnost identity (ako roznésobit Stvorec
dvojclena)

(a+b)>=(a+b)-(a+b)=a-a+2(a-b)+b-b=a’+2(a-b)+b”

Na zaciatok rychle opakovanie o tuhom telese. Tuhé teleso s celko-
vou hmotnostou M si predstavim ako ststavu N (predstav si mnoho,

INiekto velmi prefikany by totiz mohol ratat kinetickl energiu tej nasej hracky v sustave rotujicej s
uhlovou rychlostou w okolo nehybnej zvislej osi prechddzajicej stredom osky koliesok. Potom by $mahom
ruky povedal, ze Ey;, = 2%,] Q% kde J = %RZ je moment zotrvacnosti plného homogénneho disku okolo
jeho rotacnej osi a 2 = %w je uhlova rychlost otacania koliesok okolo svojej rotacnej osi.
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vela) hmotnych bodov s hmotnostami m; nachddzajtcich sa v mies-
tach danych polohovymi vektormi r;(¢). Potom vektor do taziska viem
urcit ako vazeny priemer
S mir(t) o mun(t)
D im1 M M
Dalej definujem polohovy vektor i-tej Eastice s po¢iatkom vo vybranom
bode danom vektorom rg(t) ako p;(t) = r;(t) —re(t). Je jasné, ze ak je

bod ro(t) fixovany v telese, vdaka nedeformovatelnosti tuhého telesa
sa dlzka vektora p;(t) nebude menit. Tiez je fahko nahliadnut, Ze

N N
Z m;p;(t) = Z m;[r;(t) — ro(t)]

_ Z mir;(t) — Mro(t) = M [rp(t) — 1o(t)] -

Zamyslime sa nad tym, aky najvseobecnejsi pohyb moze tuhé te-
leso vykonévat! KedZe tuhé teleso ma v kazdom okamihu vzajomné
vzdialenosti vSetkych jeho bodov rovnaké, tak ziadame, aby zobraze-
nie telesa v ¢ase t; na teleso v ¢ase t5 bolo zhodné.? To ndm vsak
nestaci, lebo ziadne realne teleso neviem zozrkadlif.> Preto Ziadam
este aj, aby to bolo priame zhodné zobrazenie. Nuz a priame izomet-
rie v priestore su len posunutie a otocenie okolo osi a ich kombinacia.
Dopracovali sme sa k tomu, ze najdivokejSie rodeo, ktorého je tuhé
teleso schopné, pozostava z translacného pohybu spojeného s rotaciou
okolo nejakej okamzitej osi.

Ako popisat pohyb tuhého telesa? Translaciu viem popisat polo-
hovym vektorom rg(t¢), ktorym sledujem Tubovolne vybrany ,bod 0“
nami sledovaného tuhého telesa. Znalost polohy bodu 0 mi dovoluje
myslienkovo zafixovat tento bod a nésledne uvazovat rotaciu telesa
upevneného v bode 0. Smer osi rotacie* popisem jednotkovym vekto-
rom n(¢) a rychlost rotacie okolo tejto osi nie je ni¢ iné ako uhlova
rychlost w(t). Vektoro mézem celt informaciu o rotécii zapisat pomo-
cou vektora w(t) = w(t)n(t). Pri takomto popise plati, Zze rychlost i-te;
Castice viem vyjadrit rovnicou

vi(t) = vo(t) + w(t) x pi(1),

2Inymi slovami, zobrazenie mé byt izometria.

3 Alebo stredovo zostimernit.

4Orientaciu volime tak, aby prsty pravej ruky ukazovali smer ota¢ania ak palec méa smer a orientéciu
vektora n.




kde druhy ¢len vyjadruje obvodova rychlost otac¢ania i-teho bodu okolo
bodu 0; da sa o tom lahko presved¢it (samozrejme, iba ak si Citatel
spomenie na vlastnosti vektorového stcinu).

Teraz spocitame kinetickt energiu tuhého telesa v nejakom case ¢
(zévislost veli¢in na case uz dalej nebudem pisat)

1 1
_ ~2 . 2
Ein = 3 ;:1 m;v; = 5 ;:1 m;(vo + w X p;)
1

N N
1
— §MV02 + ;Zl m; [vo - (w x p;)] + 3 ;:1 mi(w x p;)?

N N
1 1
= §MV02 T Vo qw X ;:1 mip;| ¢+ §w2 ;:1: mi(n x p;)*

N
1 1
= §MV02 +vo - {w X [M (rp —ro)|} + §w2 ;mlrf

= %]\4V02 + Mvg - {w X (rp(t) —ro(t))} + %JO(H)WQa

kde veli¢ina r; = |p;|sina = |n x p;| (vid obr. nizsie) je vzdiale-
nost i-teho bodu od osi rotacie prechiddzajicej bodom 0; Jy(n) =
S mir2 = SO my(n x p;)? je moment zotrvacnosti telesa vzhla-
dom na bod 0 pre otacanie okolo osi prechadzajticej bodom 0 v smere
n. Vidno, Ze stredny ¢len mozeme lahko znulovat. Staci, ak vybe-
rieme za bod 0 taky bod, ktory stoji,® alebo ak zoberieme za bod 0
tazisko. Nam sa bude hodit vyjadrenie pomocou taziska ako referenc-
ného bodu. Vektor p, bude v nasledovnom texte chapany vylu¢ne ako
vektor iduci z taziska tuhého telesa do jeho i-teho bodu. Potom plati
= :»XN: 0 = B =M 2+1J()2
o rm 2 m;p; kin 9 VT 9 T{n)w .
Nasou dalSou snahou bude vySetrit moment zotrvacnosti vzhladom
na tazisko okolo Tubovolnej osi Jp(n). Vychadzame z rovnice

N
Jr(n) = Zmir?,
i=1

5Tu si treba uvedomit, Ze rozni pozorovatelia povazuji za os roticie rézne navzajom rovnobezné osi.
Napr. pre rovnomerne sa kotulajice koleso by nehybny pozorovatel povedal, Ze koleso sa v kazdom okamihu
otaca okolo osi prechadzajicej dotykovym bodom, kdezto kamarat idici na bicykli zarovno s kolesom by
povedal, ze koleso rotuje okolo osi prechadzajiacej stredom kolesa. Kazdopadne, nas popis je v poriadku
nech bod 0 lezi kdekolvek. Totiz, ak by nelezal na samotnej osi ota¢ania (nech na nej lezi bod S), tak jeho
rychlost bude vo(t) = vs(t) + w(t) X [ro(t) — rs(t)], ¢ize vi(t) = vo(t) + w(t) x p,(t) = vs(t) + w(t) x
[ro(t) + p;(t) — rs(t)] = vs(t) + w(t) x [ri(t) — rs(t)]. Co je presne to, ¢o chceme.

5Vzhladom na ststavu, v ktorej poc¢itam kinetickdl energiu méjho tuhého telesa.
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kde r; je vzdialenost i-teho bodu od osi ot4d¢ania prechadzajtcej ta-
ziskom. Pomozeme si obrazkom,

B
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S
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S

7;= sinap;|

z ktorého hned vidime, Ze

r;=p; —(n-p;)%

lebo n - p, je velkost priemetu vektora p, do smeru jednotkového vek-
tora n.” Inak je to ¢ista Pytagova veta.

Uvazujme nejakt pravouhlu pravotocivil siradnicovi ststavu s po-
¢latkom v tazisku, pevne spojeni s telesom. Vyjadrime pomocou nej
vektor p; = (x;,y;, ;) a tiez jednotkovy vektor smeru osi otacania
n = (ng, ny, n,). Potom moézem pisat

N N
Jr(n) =Y miri=Y mi{p}—(n-p;)’}

i=1 i=1

N

- Zml {(5’7@2 + i+ 27) — (neai + nyy; + nZzZ)Z} .
i—1

Teraz roznasobime druhu zatvorku a prva rafinovane prenasobim jed-
notkou v tvare 1 = n? = n2 + nz +n?:

N
Jr(n) =Y my[(n2 +nd+n2)(x} + v +27) —

i=1

— (nix% + nzyf + nng + 2n,xinyYi + 2n,xim .2 + 2nyyin. 2;)|

"Teda vektor (n - p,)n je samotny priemet vektora p; do smeru jednotkového vektora n.
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N
= malnl(yP + 27) + ny(af + 27) + nl(ad + ) -
=1
— 2nxny iYi — 2nxnz$izi - 2nyn2yizi]

—nzzmzyl—l—z +n22mzx + 27) —l—nZZmZ 24 y?)—

— 2n,n, g ML — 2NN, g MiTi% — 2Nyn; g MY %
i=1 i=1 i=1

= nijm + nZJyy + nﬁJzz + 2ngny Jpy + 20,0, Sy + 200 Jy,

¢o sa da prehladne zapisat pomocou maticového zapisu

Jr(n) = (nw ny nz) Jye Ty Jy2 ny |,

pricom matica s J-ckami sa nazyva tenzor zotrvacnosti telesa. Pre jeho
komponenty platia vztahy

Jow = Zi\il ml(yzz + 222) oy = Jyz = — sz\il m;T;Y;
Jyy = Zfil ml(x? + 222) Jyz = o = — Zfil mixiz;
Jon = Zi\; ml(azf + %2) Jy = Joy = — Zf\il m;Yizi-

Lep$i pohlad na diagonalne komponenty ndm odhali, Ze sa jedna o mo-
menty zotrvacnosti telesa okolo jednotlivych osi.® Nediagonalne ¢leny
su pre pekne symetrické a homogénne telesa nulové.

Teraz prichddza takd mald fakultativnha odbocka. Bude sa tykat
Steinerovej vety a je tu uvedena len kvoli tematickej spriaznenosti.
Na vypocet prikladu ju nebudeme potrebovat. Uvazujme, Ze pozname
Jr(n) a chceme urcit JO@ pre nejaky iny bod O. Oznacéim vektor z
taziska do bodu O ako T'O = R. Potom vektor z bodu O do i-teho
bodu telesa bude p; — R. Rozpisané na drobné plati

=S il < (o~ R =Y ml(mx p) — (nx R))

= Zmz[(n X pi)2 —2mxp,) - mxR)+ (nx R)Q]

1=1

8Inak to ani byt nemoéze, lebo ved pre n = (1,0,0) dostaneme Jr(n) = Jy., o musi byt prave moment
zotrvacnosti telesa vzhladom na z-ovi os.



Z i(n x p;)? Q{HXIZmsz]}-(an)+
Zmlan

= JT(n) — 0+ M(nxR)?,

¢o je skuto¢ne zndma Steinerova veta, lebo |n x R/ je vzdialenost bodu
O od osi rotacie prechadzajucej taziskom. (Pretoze n je jednotkovy
vektor v smere tejto osi.) VSimnite si, Ze stredny ¢len v predposlednom
riadku vypadol kvoli sume m;p;.

Konecne prisiel ¢as riesit nas priklad. Zo zadania sa d4 vyrozumiet,
ze tazisko celého ¢uda sa vzhladom na podlozku nehybe. AvSak nase
¢udo nie je tuhé teleso, kedZe jednotlivé kolesa sa mozu otacat vdaka
bombastickym vlastnostiam nehmotnej a dokonale tuhej osky tplne
nezavisle na sebe. Zrejme atomisticky problém bude kineticka energia
jedného kolesa a je jasné, ze kineticka energia druhého kolesa bude
rovnaké ako toho prvého. Pozrieme sa na problém z inercidlnej vztaz-
nej sustavy spojenej s podlozkou. Ako stradnicovu sustavu si zvolim
pravouhld pravotociva bazu taku, ze v nejakom case ¢y problém vyzera
tak ako je vyobrazeny na obrazku.

220 D

//
Lb/okamilté os otacania
//

Budem pocitat kinetickii energiu predného kolesa v tomto fixova-
nom ¢&ase to.? Toto koleso koné tri zédkladné pohyby: jeho tazisko sa
pohybuje rychlostou vy = —Lwé,, otaca sa uhlovou rychlostou —wés
(okolo zvislej osi) a uhlovou rychlostou Q2&; (okolo z-ovej osi). Pod-
mienka je, Ze koleso nepreSmykuje na stole, ¢o je ekvivalentné tomu,
ze rychlost bodu D je nulova, resp.

VD(to) = VT(to) + (—wé3> X (—Ré3) + (Qél) X (—Rég) = 0,

90¢ividne Ej;n nezavisi explicitne od C¢asu, ale iba od w.
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kedZe vektor z taziska T do dotykového bodu D je T'D = — Ré;3. Druhy
¢len je nulovy a teda priamo dostavame

L
—Lwéy + ROéy =0, teda Q= Ew.

Potom Tubovolny bod i kolesa urceny vektorom z taziska p; sa pohy-
buje v ¢ase ty rychlostou

vi(to) = vr(to) + (—weés) x p;(to) + (281) x p;(to)
= VT(t()) + (Qél — wég) X pi(t0>7

¢o znamena, ze vektor uhlovej rychlosti otacania kolesa v case g je

L
(b = Qél —u}ég =W (Eél —ég)

L\? L
/(7)1 =
(7)° + }% 1

Precitané do Tudskej reci to znamena, Ze koleso rotuje uhlovou rych-

lostou ¢ = wy/(%)? + 1 okolo osi danej jednotkovym vektorom'?

L

_ Tz 1

Potrebujem este uréit jednotlivé komponenty tenzora zotrvacnosti.
To by som mal urobit v nejakej pravouhlej béze pevne spojenej s
telesom. V tej istej baze mam potom urc¢it komponenty jednotkového

n—

vektora n osi rotacie v ¢ase ty. Nuz, mozem vyuzit bazu, ktora je v
zakreslend v obrazku vyssie. V Case ty ju totiz naozaj mozem chépat
ako pevne spojent s kolesom.!! KedZe koleso povazujem za rovinné,!?
tak zjavne

N N
— E m;x;Yy; = 0 a sz = — E m;xr;z; = 0.
i=1 =1

10T4to os je v obrazku znazornena bodkovane ako okamzita os otd¢ania. Ciara na obrazku totiz spaja
stred osky (ktory mozem chapat ako nehmotnu sicast sledovaného predného kolesa) a bod D. Oba st v
Case to nehybné, takze lezia na jeho okamzitej osi rotacie.

" Fakt, ze baza pevne spojena s kolesom je rotujiica a pohybujiica sa baza neinercialnej vztaznej sistavy
nas netrapi, lebo skiimame iba stav vo fixovanom case to, v ktorom potrebujem v danej baze vyjadrit
komponenty jednotkového vektora n, ¢o uz mam dokonca hotové.

2pre homogénny valec s hriabkou H by sme dostali komponenty J,, = %MRz; Jyy = Jz2 = iMR2 +
%MHZ; Jzy =gz = Jyz =0.




Vdaka symetrii kolesa vzhladom na y-ovi os (rovnako dobre by po-
slizila aj z-ova) dostaneme

N
1=1

Napokon diagonalne ¢leny buda pre homogénny disk
al 1
T = (Y2 + 22) = ZMR?
> milf + <) = MR

¢o je moment zotrvacnosti plného disku vzhladom na jeho stred pre
otacanie okolo rotacnej osi, resp.

N N

1

Jyy = Zm,(w? + 22) = Zm,zf = ZMRQ,
i=1 =1

N N
1
=1 =1

¢o st momenty zotrvac¢nosti plného disku vzhladom na jeho stred pre
ot4canie okolo osi leziacej v rovine disku.!3

Pre vicsiu preladnost rovnic si ozna¢me (%)2 + 1 ako C. Potom
kineticka energia jedného kolesa je

1 1
Elin = §MVT2 + §JT(H)¢2
1 1

1 1/ L \?1 1\21
= ML+ || == ] =MR*+ | —= ) ~MR*|J*C?
g TS (RC) T TT) 1 “
1 11 1
= —MIL*?+ = |=ML?+ -MR?| W?

5 w+2_2 +4 R w

3 1

= Mw? |SL* + -R?| .

”{4 T3

Dostévame riesenie (kineticka energia celej ststavy — ¢ize oboch kolies)

3 1
E =M |ZL?+-R?|.
v [2 Ty

13Malo by byt jasné, Ze plati Joo = 2Jyy = 2J-, lebo sumy Zil miy?l a Zil miz? st zhodné a suma
ZZN:I miz? je nulové.



Alternativne rieSenie vyuzije vyssie dokdzant skutocnost, Ze kine-
tickl energiu tuhého telesa (ale to sa da dokazat aj pre ITubovolni
ststavu hmotnych bodov) mézem urcit ako sicet translacnej kine-
tickej energie faziska (%MVT2) a rotacnej kinetickej energie. Nuz, a
ta rotacia je, ako sme uz spominali, rotacia okolo z-ovej osi uhlovou
rychlostou 2 a stcasnd roticia okolo z-ovej osi uhlovou rychlostou
w. Oznacme si vektorom u; rychlost i-teho bodu telesa vzhladom na
tazisko. MdzZeme si v8imnut, Ze rotécia okolo osi x spdsobi, Ze body
kolesa maju nenulové zlozky rychlosti (u;), a (u;).. Rotacia okolo osi
z v8ak vdaka nulovej hrubke kolesa d4 bodom kolesa rychlost len v
smere osi x, ¢ize sposobi nenulové (u;),. Takze rychlosti jednotlivych
bodov kolesa u; za tieto dve rotacie st na seba kolmé. To nam umoz-
nuje rotacna energiu velmi jednoducho rozdelit na 2 ¢leny, z ktorych
prvy ¢len musi byt kinetickd energia rotécie okolo osi z a druhy clen
kineticka energia rotacie okolo osi z:

1 N
Erot — 5 ;mzu?
S T2+ () 4 ()
— 3 m; | (w;); + (U-Z)y + (ul)z]
=1

=3 w4 5 3 [+ ()]

1 1

= EJZZQP - 5‘]“92'

Tym je hlavna potiaz tejto Glohy prekonana bez vyjadrovania vektoru
okamzitej osi rotécie, velkosti uhlovej rychlosti a momentu zotrvac-
nosti vzhladom na os okamzitej rotacie. Dopocitanie spociva len na

urceni v, Q, J,, a J.. a dosadeni do rovnice

Ekin — MVT2 + Jzzw2 + Jx:z:QZ



FX14 Pinkacka (Opravoval Kubus)

Jano chce porazit Jura v squashi a tak poctivo trénuje. Minule si
napriklad zohnal lopticku s hmotnostou m a Skatulu tvaru kvddra s
hmotnostou M > m. Potom kopol do Skatule tak, aby sa $mykala po
zemi rychlostou v smerom kolmo na stenu, a do jej drahy poloZil vo
vzdialenosti D od steny nehybnu lopticku. Vypocitajte do akej najmen-
sej vzdialenosti od steny sa krabica dostane. Trenie skatule aj lopticky
o zem povaZujte za nulove, vsetky zrazky za dokonale pruzné, a pred-
pokladagte, Ze krabica sa neotdca (cely pohyb lopticky sa deje na jednej
priamke kolmej na stenu). Odpoved staci do prveho radu v 5} .

Ozna¢me si rychlost krabice po n-tej zrazke s loptickou ako V,, a
rychlost lopticky po tejto zrazke ako v, pricom kladny smer rychlosti
volime smerom ku stene. Medzi zrazkami sa rychlost krabice nement,
rychlost lopti¢ky sa pruznym odrazom od steny zmeni na opa¢ni. Pred
(n+1)-vou zrazkou sa teda krabica a lopticka pohybuja rychlostami V,,
a —uv,. Logicky si teda oznac¢me rychlost krabice pred prvou zrazkou
ako Vj = v a rychlost lopticky ako vy = —0 = 0, aby sme mohli s
prvou zrazkou pocitat symbolicky rovnako ako s ostatnymi.

Pozrime sa na teraz na (n + 1)-vi zrazku. Je to jednoducha pruzna
jednorozmernd zrazka dvoch telies so vSeobecnymi hmotnostami M a
m a vSeobecnymi rychlostami V,, a —v,. Mohli by sme si napisat za-
kon zachovania hybnosti a zakon zachovania energie a vytriast z nich
rychlosti V.1 a v,41, my vSak pouzijeme malt fintu na zjednodusenie
pocitania. Pozrime sa na celt zrazku v stustave spojenej so spoloc-
nym taziskom krabice a lopticky. PretoZe na krabicu a lopticku pocas
zrazky nepdsobia ziadne vonkajsie sily, ich tazisko nebude zrychlovat,
Cize sustava spojend s nim musi byt inercidlna. Takze ZZH a ZZE v
nej stale musia platit. Navyse celkova hybnost je v tejto ststave nu-
lova, ¢o by nam riesenie rovnic trochu zjednodusilo — ale najlepsie je
na tom to, Ze my ich vobec rieSit nemusime. Vieme totiZ, Ze rovnice
pre ZZH a ZZE maji po zrazke jednozna¢né riesenie,'* stac¢i teda, ked
jedno také rieSenie tipneme. A to vobec nie je také tazké. Ak v ta-
kejto taziskovej stustave zmenia obe telesa rychlost na opacnu, celkova
hybnost sa tieZ zmeni na opac¢ni, ale kedZe je nulova, tak sa vlastne
vobec nezmeni. Kinetické energia sa tieZ zrejme nezmeni, kedze zavisi
iba od druhych mocnin rychlosti. To znamena, ze takyto jednoduchy
odraz v taziskovej stistave splita ZZH aj ZZE, a teda spravne popisuje

Nie je to aplne pravda, riesenia pre rjchlosti lopti¢iek vyjda dve. Jedno z nich bud pévodné rychlosti,
druhé budu rychlosti po zrazke.
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zrazku dvoch telies.

Predtym ako sa bezhlavo vrhneme do pisania rovnic a vyjadrova-
nia rychlosti po zrazke, zabudnime na chvilu na taziskové ststavy a
podme sa pozriet na to, ¢o to vlastne potrebujeme. Chceli sme po-
ratat vzdialenost krabice od steny, ked k nej bude najblizsie. Tento
okamih zrejme nastane pri nejakej zrazke,'® pozrime sa teda na vzdia-
lenost D,, krabice od steny pri n-tej zrazke s loptickou. Po predogle;j,
(n — 1)-vej, zrazke ma krabica rychlost V,,_; a musi prejst vzdialenost
D, _1 — D,, ku miestu n-tej zrazky. Lopti¢ka mé& rychlost velkosti v,,_1
a musi prejst vzdialenost D,,_;+ D,,, kedZe sa medzitym este odrazi od
steny. Obom to musi samozrejme trvat rovnaky cas, dostavame teda
rovnicu

Dn—l - Dn . Dn—l + Dn
Vn—l B Un—1 ’

ktorej rieSenim je

Un—1— Vn—l
Up—1 + Vn—l
Ak pouZijeme tento vztah viackrat, dostavame

D, = D, <U1 — V1> <U2 — Vz) N <Un—2 — Vn—2> (Un—l — Vn—l) |
v+ Vi) \va+ Vo Un—2+ Vo) \Un1+ Vi

A teraz pozor! Co je to v; + V4?7 Je to rychlost priblizovania sa
lopticky ku krabici tesne pred druhou zrazkou, lebo krabica méa po
prvej zrazke rychlost Vi smerom ku stene a lopticka po prvej zrazke a
odraze od steny rychlost v; smerom od steny. A ¢o je v9—V5? No predsa
rychlost vzdalovania sa lopticky od krabice tesne po druhej zrazke. A
¢o je na tom také skvelé? No predsa to, Ze v taziskovej sustave krabica
aj lopticka zmenia rychlosti na opac¢né, takZe ich vzajomné rychlost
sa tiez zmeni na opacni. Rychlost pribliZovania sa pred zrazkou je
rovnaké ako rychlost vzdalovania sa po zrazke, ¢ize v + Vi = vy — V5.

D, =D,

Podobnou Givahou pre n-t zrazku dostaneme rovnost v,_1+V,,_1 =
v, — V,,, pre Tubovolné n. Teraz sa uz len pozerajme, ako sa zo sused-
nych zlomkov v nasej rovnici pre D,, vymlatia menovatele s ¢itatelmi,
dostavajic

v — Vi vy + Vi
D,=D—*—1 _p Yot Vo
Up—1+ Vn—l Up — Vn
Dosadenim pociatocnych rychlosti V) = v a vg = 0 dostaneme
v
D,=D—.
" Up — Vn

'5Inak sa krabica prave pohybuje ku stene alebo od steny, a v takom okamihu neméze byt najblizsie.
Alebo stoji, ale vtedy je od steny rovnako daleko ako pri najblizsej zrazke.
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Intuitivne vidime, zZe pri takejto pinkacke bude krabica pri zraz-
kach postupne spomalovat a lopticka zrychlovat. Ak st pociatocné
podmienky spravne nastavené, krabica pri jednej zo zrazok zastane a

lopticka bude niest cel kinetickt energiu sustavy, ¢ize budeme mat
V, =0 a smv? = s Mv?, odkial v, = vy/M/m. Potom by sme dostali

m
Dn:D )
V M

a to by bola aj najblizsia vzdialenost krabice od steny, kedze krabica
by medzi n-tou a n + 1-vou zrazkou stéla.

Ak krabica po ziadnej zo zrazok nezastane, nemusime zufat. Ak je
lopticka velmi Tahka (m < M), pri kazdej zo zrazok odovzda krabici
len mélo hybnosti a rychlost krabice po zrazke najblizsej ku stene (tj.
tej, ked rychlost krabice zmeni znamienko) bude len velmi mala.

Modzeme urobit aj nejaké konkrétnejsie odhady. Z energetickych do-
vodov bude rychlost lopticky ohrani¢end hodnotou v/ M /m, pri kaz-
dej zrazke sa teda jej hybnost zmeni najviac o 2vyv/Mm. Najviac o
tolko sa pri kazdej zrézke zmeni aj hybnost krabice, ¢o pri jej hmot-
nosti znamend zmenu rychlosti o 2vy/m/M. Ak sa rychlost krabice
meni nanajvys takymito malymi krokmi, a ak je pred najblizSou (n-
tou) zrazkou jej rychlost kladna a po nej zaporné, musi nutne platit
(V| < 2vy/m/M. Asymptoticky mdzeme napisat V,, = vO(\/m/M)
ked m < M .1 Zo ZZE potom méame

1 2 1 2 1 2
§mvn-|— §Mvn = §MU s

Vv

Clze

va =MV V2 = oM 1 0(3) = vy /2 (14 0(3).

V nasom vztahu pre D,, to znamené

'6Na znacenie asymptotickych odhadov velkosti funkcii sa pouziva takdto O-notacia. V réznych textoch
sa pouZiva i zneuziva velmi volne, jej presné definicie si najdite v literatire alebo na internete. V tomto texte
bude O(f(x)) znamenat ,nejakd funkcia z, ktord pre dostato¢ne malé = nepresahuje nejaky konstantny

nasobok f(z)“. Menej formalne, napriklad pod O({;) si mézete predstavit ,daco, ¢o je najviac radovo ;.
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Vidime teda, Ze nasa odpoved D+/m/M je presnd v dominantnom
rade, chyba je rddovo az ;-krat mensia ako skuto¢na odpoved. Takyto
presny odhad chyby som od vas v rieseni neziadal, scasti aj preto, ze
v zadani sa o ,presnosti do prvého radu“ hovorilo trochu zahmlene.
To by ale nebol vzordk FX, keby skoncil takto narychlo. Podme
si spravanie lopticky spocitat trochu detailnejsie. Vratme sa naspit k
pocitaniu (n + 1)-vej zrazky a zapiSme rozpravky o taziskovej sustave
poriadne do rovnic. Rychlost spolo¢ného taziska lopticky a krabice je
MV, —muy,
o= M+m

rychlosti krabice a lopticky v taziskovej ststave budu pred zrazkou

Y

Vi=V, —ur a vV = —v, —ur

a po zrazke len zmenia znamienko na
vll - v "
=ur—V, a v = Ur + vp.
Rychlosti po zrazke v stistave spojenej so zemou budu teda
1/ 1/
Viei=ur+ V" =2ur -V, a Upa1 = ur +0° = 2ur + vy,
Po dosadeni za ur dostavame

_ M-—m 2m
Virr = 3 Vo = Spm Ve

_ _2M M-m
Unt1 = 35 Vo + 3r5m Un

(Vsimnite si, Ze rovnice st symetrické, tak, ako by sme mohli ocakévat.
Hoci to tak na prvy pohlad nevyzerd, vymenenim M s m a V,, s —uv,
sa ni¢ nezmeni.)

Vyjadrili sme si teda V1 a v,,1 ako linearnu kombinaciu V,, a v,,.
Takyto vztah sa d4 jednoducho a prehladne zapisat pomocou vektorov

a matic: u )
—m m
Vi _ JV[Xm M+m Vi
v 2M M—m v .
n+1 M+m  M+m n

Co je vsak na tomto zapise najlepsie, fahko vieme napisat vieobecny
vztah pre rychlosti V,, a v, a to konkrétne ako

M—m 2m n
Vn _ M+m — M+m ‘/0
v - 2M M-—m v .
n M+m  M+m 0

Ak si nasSu maticu a vektor oznacime ako

M-—m  2m Vi
A= (G ) e v=(3),

M+m M+m Yo
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sta¢i ndm uz len vypocitat A"v. Toto je celkom vSeobecny problém
z linearnej algebry, a takmer vzdy sa dé riesit napriklad aj takto. Co
ak by sme nagli taky mily vektor x, ze Ax by bol len A-nasobkom
x pre nejaké cislo \? Potom by sme celkom jednoducho dostali aj
A"x = \"x, pretoze nasobenie ¢islom (A) mézeme vynat spred naso-
benia maticou. Ak by sme takychto milych vektorov x; nasli viac, hoc
by mal aj kazdy svoju vlastnu \;, tak ich linedrne kombinécie by sme
tiez vedeli jednoducho nasobit maticou A™:

A" (X aixi) = 30 AMaix) = 305 i A"(xg) = 30, aiAiX;.
StaCi ndm teda napisat nase v ako kombinaciu takjch x-iek a sme
hotovi.

V nasom konkrétnom pripade sa ukazuje, ze to naozaj ide. Najdime
najprv nejaké vhodné x-ka. Ak si napiseme (vektorovi) rovnost Ax =
Ax, dostavame dve rovnice o troch nezndmych (dve komponenty x a
¢islo A). Jedna mozné dvojica rieSeni je napriklad

1 _
X12 = (:I:z' M) a Al2 %Z + 2M+m :

m

Sktste si vyrieSit sami, alebo jednoducho len skontrolovat, Ze tieto x;
a \; naozaj spliaju Ax; = \;x;. No a kedze

Vo v v
() ()=
dostavame
A'v = %(A”Xl + A"xy) = %(Xfxl + A5Xa),
Cize

Vol v AT+ Ay
va) 2 \ (N = Ap)iy /A

Aby sme vedeli krajSie vyjadrit mocniny J\;, vSimnime si, ze plati
rovnost (M —m)?+ (2vMm)* = (M + m) takze ak si v pravouhlom
trojuholniku so stranami (M —m), 2/ Mm a (M + m) ozna¢ime uhol
pri odvesne dlzky (M — m) ako ¢, potom

M—-—m 2vV M
AL2 = 3w T 3m

Mi = cosp Fisingp = el
Odtial
AT+ )\2 = e "% 4 "% = 2 cos(ny)

Al — A = e MY — ™Y = —2isin(ny),
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¢o mozeme dosadit do vztahu pre rychlosti V,, a vy,:

V, = vcos(nyp) a v, = vsin(ny) %

Toto st vztahy pre rychlosti krabice a lopticky po n-tej zrazke. V
necakane peknej a elegantnej forme. Pre riesenie povodnej tlohy nas
zaujima také n, ked je V,, prvykrat zaporné (resp. nekladné). To bude

.....

pre
[ T —‘ T T M
n=|—|~ ~ oy —.
. oV/M
2p 2 arcsin 7 +£L 4V m

Z prvej Casti vzordku vieme, Ze vzdialenost n-tého odrazu od steny
bude D,, = D—2—. Vtedy sme odvodili, Ze je to priblizne D+/m/M,

Up—Vy *
teraz pre 1nu mame po dosadeni za V), a v, presny vztah
D
Dn = )
sin(ne) /2 — cos(ny)
kde n = [i] a (o = arccos %;z Pre m < M bude ¢ < 1, preto nep

bude blizko 7/2, ¢ize naozaj D, ~ D+/m/M.

Tento presny vysledok nie je ktovieako pekny a uzitoc¢ny, ale postup,
ktorym sme sa k nemu dostali, obsahuje vela hodnotnych myslienok.
Ak mate eSte chut, skuste si nakreslit, ako sa menia rychlosti V,, a
v, podla vyssieuvedenych vztahov. Ak sa vam tazko travili vSetky tie
algebraické manipulacie s maticami a vektormi, skuste si vSetky tie
uvahy zopakovat s konkrétnymi objektami, ktoré dané matice a vek-
tory reprezentuji. (Vektory len schovavaju dvojicu rychlosti lopticiek,
matica A je len operator, ktory vezme rychlosti pred zrazkou a vypluje
rychlosti po zrazke.) Napokon, ak sa vam to celé zda nejaké podozrivé,
tiez sa mdzete zamysliet nad tym, kde vSade sa ndm pokazia nase rov-
nice po tom, ako sa lopticka od krabice odrazi poslednykrat. (Vsetky
tieto problémy sme vo vzoraku zamlcali, lebo nas zaujimala len zrazka
najblizsia ku stene, a dovtedy sa to naozaj nepokazi.)
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FX15 Ciara (Opravoval Bzdugo)

Ked bola Marcelka na predndske, Janka jej zo stavebnice s ndabojmi
zobrala dva rovnaké kladné ndboje o velkosti () a pribliZila ich do vzdia-
lenosti d od seba. Potom st nakreslila silociaru, ktora vychddzala z
jedného z tychto nabojov pod uhlom o ku spojnicit oboch nabojov. Do
akej najmensej vzdialenosti od roviny symetrie ndabojov sa tdato silo-
ciara dostane?

Nu, pistici. Tento vzorak za¢nem velmi stroho. Tato tiloha je naozaj
tazka. Napriek tomu, naozaj ma analytické rieSenie. Hidam bude pre
vas ponaucenim, ze niekedy si treba zvolit naozaj bizarné suradnice,
aby sa rovnice dali jednoducho vyriesit. Mnohi ste istotne okusili, Ze
praca v kartezianskej sturadnicovej ststave je slepa alebo prinajmen-
Som velmi tfnista ulicka. Je lepSie vratit sa spit na zaciatok a vymys-
liet nejak® inu cestu.

A teraz uz pekne a po poradi. Alfou a omegou nasho riesenia bude
Gaussov zakon, bez ktorého by sa sice tloha riesit dala, avsak jedno-
duchsie by bolo postavit z hracich kariet Koloseum. Pre poriadok a
¢iste z pedagogickych dévodov si dovolim mala vsuvku, ktortt mézu
znalci s Cistym svedomim preskocit.

Gaussov zakon
Zacneme kratkou reklamou:

Gaussov zakon je tplne super!

Aby ste mi ho kuapili, mal by som ho dobre predavat, a uvedeny
napis vyzera urcite krajsie ako rovnica, ktora sa za nim skryva:

7{ E.d§:l/pdv.
oD €0 JD

Gaussov zakon je pre elektrostatické situécie ekvivalentny Coulom-
bovmu zékonu, len je zapisany vo velmi odlisnom tvare. Nebudem ho
tu z Coulombovho zdkona odvodzovat, len si poriadne vysvetlime, ¢o
jeho rovnica ukryva. Zacneme vyznamom jednotlivych pismen:

e D predstavuje nejaki (lubovolnti) myslent uzavrett oblast pries-
toru (napr. zemiak, vnitro baléna), 0D predstavuje hranicu tejto
oblasti (napr. zemiakova Supa, povrch baléna).

e dS predstavuje diferencidlny kiisok hranice myslenej oblasti, ds
je tejto ploske prislichajuici vektor. M4 ta vlastnost, Ze je kolmy
na povrch hranice 0D, smeruje von z oblasti D a pre jeho velkost
plati |dS| = dS.
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o £ je vektor elektrickej intenzity.
e p je hustota elektrického naboja.

Ostatné pismenka, ako napriklad permitivitu vakua ey, by sme
mohli v dave rozoznat.

Najprv si premyslime integral na pravej strane rovnice. Integrujeme
hustotu naboja cez nejaka oblast. Vysledok bude analogicky, ako ked
zintegrujeme hustotu hmoty cez nejaky objem, tzn. dostaneme celkovy
naboj, ktory je obklopeny hranicou oblasti 0D. MnozZstvo tohto ndboja
je este predelené bulharskou konstantou g¢.

Lava strana je o nieco komplikovanejsia. Je tam integral akéhosi
skalarneho sucinu cez akusi plochu . .. jednoducho vec, ktora si zaslazi
nasledujici obrazok. Je na nom zakreslend diferencialna ploska d.S,
ktora je takd mald, Ze ju mozno prakticky povaZovat za plochu, a
ktora tvori drobny ktsok hranice 0D:

Tato ploska je tieZ dost mald na to, aby sa elektrickd intenzita E
na jej povrchu prakticky nemenila. Ak si elektricki intenzitu v tomto
mieste rozlozime do smeru kolmého na povrch E, a do smeru rov-
nobezného s povrchom £, je jasné, ze ku skalarnemu sucinu dS - E
prispieva prave E 1.

Aby sme sa s pochopenim dostali o kiisok dalej, zmenime na kratky
Cas ter¢ nasej pozornosti. Skiisime si predstavit intd, nasledovni situ-
aciu. Cely priestor je vyplneny vodou, ktora vo svojom objeme nejako
prudi. Znova si predstavime v priestore nejakt fixovant oblast D ohra-
ni¢nt uzavretou plochou 0D. Ide len o myslent oblast priestoru, ¢o
znamena, ze prudiaca voda o nej v principe nevie a vselijako nou moze
prechadzat.

Takejto kvapaline mozno priradit rychlostné pole #(z, y, z, t), ktoré
hovori, aky je vektor rychlosti v jednotlivych bodoch kvapaliny v da-

17



nom mieste a ¢ase. Vezmime si nejaky konkrétny c¢as t a podme sku-
mat, ako by sa dal interpretovat integral

7{ 7-ds.
oD

Analogickym postupom sa dostaneme k rieseniu otazky na diferen-
cidlnej plogke d.S. Uvazujme, o kolko sa na takejto ploske posunie voda
za velmi maly Cas dt. Voda sa posunie v smere vektora rychlosti, ako
to ukazuje nasledujuci obrazok:

Vieme si predstavit, Ze v pripade velmi malej oblasti dS by bol
objem kvapaliny, ktora vytiekla cez tuto plosku, akysi rovnobeznosten
so zékladiiou dS a s vyskou dh = |vj|dt. Objem vytecenej kvapaliny
by bol dV = dhdS a objemovy prietok vody touto ploskou by bol

dV
d@) = — = |7y|dS,
Q=4 =l
pricom v pripade, ze by voda prudila dnu, bolo by tam este zaporné
znamienko. To sa da formalne da zapisat presne ako

—

dQ = #- d§.

Teraz porozmyslajme nad tym, ¢omu sa bude rovnat integral cez
cell hranicu oblasti 0D. Zrejme dostaneme

7{ 7-dS = Q,
oD

kde Q je celkovy vytok vody zvnutra tejto oblasti. Ak predpokladame,
Ze voda je nestlacitelné a vo vnutri sa nam nevytvaraji nijaké zdhadné
bublinky, tak hustota vody je vsade v priestore konStantna a zrejme
rovnaké mnozstvo vody, aké z nasej oblasti D niekde vytecie, do nej
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musi v nejakej inej ¢asti aj vtekat. To znamena, Ze celkové () je rovné

nule a plati
f{ 7-dS =0.
oD

Téato rovnica sa dost podobéa na Gaussov zakon s nulovou hustotou
naboja. Aby sme pochopili, Ze suvislost tecenia vody s Gaussovym
zakonom je ommnoho silnejSia, rozmyslajme dalej. Predstavme si, Ze
mame vnutri oblasti D zdroje vody. Nejaké rozpravkové vodovodné
kohutiky, v ktorych sa voda z ni¢oho ni¢ vytvara. Kazdy takyto ko-
hitik bude mat nejaky objemovy prietok Q;,'” ktory méze byt kladny
alebo zaporny podla toho, ¢i vodu do systému dodava, alebo ju vy-
ciciava. V takom pripade by sa nas Gaussov zakon pre tecticu vodu

zmenil na
7-dS =0,
=3

No ale pockat, tato rovnica ma presne rovnaky tvar ako Gaussov
zakon! Ved suma je tiez len ,akoby integral“. A takejto rovnici uz
celkom jednoducho rozumieme. Hovori len o tom, kolko vody vyteka z
nejakej uzavretej plochy, ked st v nej nejaké zdroje a nejaké odberace
vody. Skusme najst nejaké analogické pochopenie elektrickych veli¢in
v Gaussovom zakone. Napisme si ho este raz:

?{ B.ds—t pdV.
oD €0 JD

Co takto predstavit si, Ze aj elektrické pole tecie?'® Smer a akési
rychlost teCenia je vyjadrend elektrickou intenzitou E. Naboje uzav-
reté oblastou sa spravaju ako vodovodné kohutiky s prietokom Q) /gy.
Integral na lavej strane rovnice teda hovori o tom, kolko elektrického
pola vytekd cez hranicu dD, a prava strand hovori o zdrojoch tohoto
tecenia, ktorymi st elektrické naboje.

Predstava, Ze elektrické pole tecie, sa zda na prvy pohlad dost
tchylna. AvSak tento pojem sa naozaj zauzival. Ked si vezmem ho-
cijaki (nie nutne uzavreti) plochu S, tak integral

@:/E.dé
S

'7Je priam rozpravkovy zazrak, ze aj prietok vody, aj elektricky nédboj sa zvyknu znacit rovnakym
pismenom. V nasich gaussovskych tvahach maji az nadpadne podobni reprezentaciu.

18Dokonca tedie ako nestladitelnd kvapalina! Pri dalsom $tadiu navyse zistite, Ze elektromagnetické pole
sa $iri priestorom rychlostou svetla, mé vlastni energiu, hybnost a dokonca aj vlastny moment hybnosti.
Myslite si stale, ze pole je len matematicka predstava, alebo ho uz povazujete za akusi formu hmoty?
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sa nazyva tok elektrického pola (resp. tok intenzity elektrického pola

F) plochou S. No a podobné toky zohraja jednu z kli¢ovych tloh pri
rieSeni problému s nasou silociarou.

Po dlhsej odbocke samotné riesenie

Co vieme povedat o mieste, kde sa silo¢iara najviac priblizi k rovine
symetrie? Napriklad to, ze elektricka intenzita v tom mieste bude rov-
nobezna s touto rovinou, ako to zobrazuje pravy z nasledujtcej dvojice
obrazkov.

d/2 d/2

Ak si zavedieme parametre b, ¢, § a v tak ako na obrazku, tuto
podmienku si vieme napisat ako
1 Q 3 1
———cos = ———cos
47'('8() c2 47'('8() b2 7
odkial dostavame
b? cos 3 = ¢* cos .

Z geometrie trojuholnika, konkrétne zo sinusovej vety, dostavame dal-

sie rovnice:
b c d

sin3  siny  sin(8+7)
Tieto tri rovnice nevyzeraju nijako zle, ale treba si uvedomit, Ze je to
prave vdaka dobre zvolenym parametrom.
Vsimnite si, Ze zatial mame tri rovnice o $tyroch neznamych. Vi-
dime, ze ndm do systému zatial nijako nevosiel uhol «. Zrejme mno-
zina rieseni takejto stistavy rovnic vedie k najdeniu mnoziny vsetkych

bodov, v ktorych sa nejakd siloc¢iara najviac priblizi k rovine symet-
rie. Otazka teraz znie: akd dodatocna podmienka plati pre Specialnu
silo¢iaru, ktora vychadza z naboja pod uhlom «a?
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Teraz nadchéadza ten klucovy okamih, kedy po dobrom marketin-
govom tahu konecne pouzijeme Gaussov zdkon. Vezmime si povrch,
ktory vznikne rotaciou nasej silo¢iary okolo spojnice nabojov,!? a k
tomuto povrchu sprava nalepime rovinna plochu. Napravo od naboja
nam takto vznikne uzavretéd oblast tvaru akéhosi stlaceného kuzela,
ktorého plast tvori povrch sledujici silociary a ktorého podstavu tvori
kruh prechadzajiaci aj hladanym bodom — bodom najbliZsieho pri-
blizenia nasej siloc¢iary ku rovine symetrie nabojov. Celd situacia je
znazornend v reze na nasledujicom obrazku nalavo.

X X

» »

i \N

>< rez spominanou /

uzavretou plochou,
sprava uzavretou
kruhom

Podme si pre tito oblast (a plochu dant jej povrchom) zapisat
Gaussov zakon. Uplne najprv musime uréif, kolko naboja je uzavre-
tého vo vnutri. Aby sa nam to podarilo, nemézeme si naboj pred-
stavovat ako bodovy, ale ako miniatirnu gulocku, ktord je usidlend v
ostrom rohu nagej plochy. Aka c¢ast tohto ndboja je v jej vnutri?

Ak by bol napriklad nédboj guléc¢ky rovnomerne rozloZzeny po jej
povrchu, s povrchovou hustotou o = %, dostaneme pre naboj Q*
uzavrety vnutri nasej plochy

" d
Q*:/JdSz/ o (27mrsinf) =
rsing —— 810
0 ds
= / 2nro dr = 2mro (1 — cosa) = % (1 —cosa).

COos «x

&

Povrch gulocky sme si pri integrovani rozlozili na mnozstvo prstencov
s vrcholovym uhlom 6, ktoré vytinali na osi x interval Sirky dx a pre
ktorych povrch sme vyuzili vztah dS = O-ds, kde O je obvod prstenca
a s je jeho skuto¢né sirka. Nakreslite si k tomu obrazok!

MoZete si rozmysliet, Zze rovnaky vysledok by sme dostali aj pre
homogénne nabiti gulocku, alebo vlastne hocijaké rozlozenie naboja,

91de zrejme o body vietkych silo¢iar, ktoré vychadzaju pod uhlom o v rozne natocengch rovinach.
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ktoré by sposobovalo rovnaké (vonkajsie) elektrické pole ako bodovy
naboj.2’

Ak sme teda nasli celkovy ndboj * vnitri nasej gaussovskej plochy,
vieme, ze tok elektrického pola touto plochou musi byt rovny Q*/ey.
Navyse, a presne pre toto sme si zvolili plochu prave takto, vsetko
pole vyteka len kruhovou podstavou. V ostatnych miestach je
totiz gaussovska plocha tvorené siloc¢iarami a preto tadial Ziadne pole
nevyteka.?! Tok kruhom budeme oznacovat ®, a teda plati

@:Q(l—cosa).
28()

Avsak, pre elektrické pole plati princip superpozicie, preto musi
byt tento tok rovny suc¢tu tokov spésobenych jednotlivymi bodovymi
nabojmi. Na urcenie toku cez nas kruh v pritomnosti iba jedného z
nabojov mozeme pouzit podobny postup ako doteraz, ked sme tam
mali naboje dva. Tentoraz budii dokonca silo¢iary rovné, takze po-
uzité gaussovské plochy budu pekné kuzelovité — ale to nas vlastne
vobec netrapi, v koneénom dosledku zavisi len na uhle, pod ktorym
vychadzaji z ndboja. Ak sa zapozerame do druhého z ostatnej dvojice
obrazkov, prideme takto k rovnosti

2%0(1 —cosa) = 2%0(1 —cos f3) — 2%0(1 — €0s7)

1—cosa = 1—cos(3—1+cosy

1 —cosa = cosvy — cos[.

Dalsia rovnica a opit vyzera pekne, ak sa zapise pomocou uhlov 3
a 7. Urcite preto uz nejdeme filozofovat a v takto zvolenych siradni-
ciach?? privedieme problém ku $tastnému koncu.

Zostava problém, ako z tychto rovnic rieSenie nejako vybusit. Vez-
mime si napriklad nasu rovnicu z Coulombovho zakona a rovnicu zo
sinusovej vety

b &

b’ cos 3 = c? cosy a — = .
sinf3  sinvy

Ich vhodnym ponasobenim sa zbavime dlzok b a ¢, a dostaneme

sin? 3 cos 3 = sin® 7y cos .

20 Alebo, ak vaAm takyjto postup nevonia, mozete si naboj nechat bodovy, ale gaussovskej ploche odstrihnit
roztek. Potom by bol celkovy ndboj vnutri plochy nulovy, ale museli by sme vypoditat tok elektrického
pola cez plosku, ktord vznikla odstrihnutim. Ak si tato strihaciu plésku zvolime spravne, vobec to nie je
zlozité, a dopracujeme sa k rovnakému vysledku.

21Qkalarny sucin E-dS je tam rovny nule.

22Hladany bod leziaci na nasej silo¢iare v rovine je tymito dvoma uhlami jednoznacéne urceny, preto si
mozem dovolif termin sidradnice
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Odtial postupnymi tpravami

(1 —cos® ) cos B = (1 — cos®7y) cosy
cos® v — cos® f = cos~y — cos 3
(cosy — cos 3) (cos2 v 4 cos v cos 3 4 cos? B) = cosvy — cos 3
cos® 3 4 cos B cosy + cos®y = 1.

V poslednej tprave sme vyuzili fakt, ze cos 3 # cosvy. To by totiz
znamenalo, Ze silociara sa dostane az k rovine symetrie, ¢o zrejme
plati iba pre Specialny pripad a = 0.

Podarilo sa ndm znizit stupen rovnice na 2, takZe je uz pre nas
vyrazne jednoduchsia. Ak si za niektory z uhlov dosadim z rovnice
ziskanej pre tok ®, dostanem po tprave kvadratické rovnice

cos® 3+ cos 3(1 — cos ) + (cos’ @ — 2cosa)/3 =0  resp.
cos® y 4 cosy(cos o — 1) + (cos® a — 2cosa) /3 = 0.

Ich riesenim?® dostévame

cosa— 1+ /(3 —cosa) (1 +cosa) /3

cos 3 = 5 resp.
1-— 3 — 1 3
cosy = cosa + +/( 2(30804)( + cosa) / |

Tym je kus skaredej roboty vyrieseny. Ked pozndme kosinusy uhlov
0 a -y, vieme si vyjadrit aj sinusy. Vo vysledku ich teda vyuZijem ako
vhodnt substittciu. Pre hlfadand dizku z plati jednoducho

d
xzi—ccosﬁ
d
= - — ,C sin ycos 3
2 sinvy
—C—Z——sin cos (3
2 sin(B4+7) K
d< 2sinfycosﬁ>
=\l
2 sin (v + )

To je uz vysledok v asi najkomprimovanejSom tvare. Za uhly dosa-
dzat uz nebudeme. Ozaj by to nevyzeralo pekne.

23Vyltéime pri tom mensie z rieSeni, pretoze vedi na zaporné hodnoty kosinusov.
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RieSenie podla Dalimila Mazadca,

ktory napriek tomu, ako som uvadzal tento vzorak, tlohu v kartéz-
skych sturadniciach vyriesil. Pri ukazovani jeho postupu budem pouzi-
vat niektoré v predoslom texte nadobudnuté poznatky.

Zavedme si sturadnicovi sustavu s osou x zhodnou so spojnicou na-
bojov a s osou y v rovine ich symetrie. Vezmime si vSetky silociary,
ktoré vychadzaju z jedného z nabojov pod uhlom «a. Tvoria rotacne
symetrické priestorové teleso, ktoré najprv vyzera ako kuzel, no po-
tom sa rovnako ako silo¢iara stoci spit. Vezmime si taka isttl plochu
vychadzajicu aj z druhého z nabojov.

Priestor medzi tymito dvoma plochami obsahuje na zaklade uz po-
pisanych Gvah a vypodtov naboj Q* = 2% (1 —cosa) =Q (1 —cosa).
Napokon uzavrime tento priestor valcom s rotacnou osou na spojnici
nabojov. Polomer valca nech je y, a v rovine xy nech silo¢iary z na-
bojov pretni valec v bodoch [+z, +y|. Polomer valca nevolime nutne
tak, aby jeho plast prechadzal hladanym bodom, ale iplne vSeobecne.

A

S
v

Takto sme si vytvorili uzavrett plochu, ktord na oboch koncoch
sleduje smer siloc¢iar (a teda tok pola cez nu je nulovy) a uprostred,
na intervale od —x po x, mé tvar valca s polomerom y. Plastom valca
musi podla Gaussovho zdkona pretekat tok ® = % (1 —cosa).

My vsak vieme, Ze na povrchu plasta je kolma zlozka intenzity
elektrického pola rovna

Q Yy Yy

" Ane 32
T (2@ rd2?) T (g2 - dg2))

rovnost pre jej tok ® cez plast valca nam teda udava podmienku, ktora
musia spliiat stradnice x a y:

EJ_('%a y)

3/2 |

/xELdS:Q(l—cosoz).

—x €0
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Ak si napiseme dS = 27wydz a pri integrovani zvolime substitiiciu
T+ g — ysinht,2* dostaneme po spocitani integralu rovnicu
xr+d/2 r—d/2
VPP @ +d/2? gt (- df2)?
Takto sme Sikovnou fintou dostali rovnicu silociary. Vsetky dvojice

bodov [z, %], ktoré spliaji tito rovnicu, leZia na siloéiare vychadzajt-
cej pod konkrétnym uhlom «. Teraz sktsime néjst na tejto konkrétnej

1 —cosa =

silo¢iare bod, ktory je najblizsie k rovine symetrie.

Spravme si diferencial obidvoch stran uz ziskanej rovnice. Na pravej
strane sice ziskame skaredy vyraz,? ale na lavej strane bude nula, a
v najblizéom bode silo¢iary k rovine symetrie navyse dz = 0.26 Ak
ziskany vztah este vydelim dy, zjednodusi sa na

_ r+d/2 r—d/2
(2 + (x+d/2)2)%* (2 + (x—d/2)?)**

HTIa, rovnica pre mnozinu bodov v rovine, ktoré st na svojej silo-
¢iare jej najbliz§im bodom k rovine symetrie. Mam teda dve rovnice o

dvoch neznamych, nas zaujima hodnota x. VAc¢si problém je, ako od-
tialto vyjadrit x, to by chcelo uz nejaky mazany softvér alebo mazané
substiticie a vela trpezlivosti. Napokon teda predsa len dochddzame
k problematickej rieSitelnosti v kartézskej stradnicovej sustave. ..

24Hyperbolické funkcie st definované ako
(et + eit) a
(et - eft) ,

pri¢om si moézete overit rovnost cosh®?t — sinh?¢ = 1 a Ze navzijom je jedna derivacia druhej. V nasom
integrali potom dostaneme

cosht =

N = N =

sinht =

dt sinh ¢ sinh ¢
———— =tanht+C = +(C = —+C.
/ cosh?t o cosht \/m

%Nejdem ho tu vypisovat, skiste si to spocitat na papieri. Nezabudnite, Ze diferencial treba robit zo
véetkych premennych, takze napriklad d(z? + y?) = 2zdz + 2ydy.

26 Ak celkovy diferencial nie je va§ kamarat, skiiste sa na to pozriet alternativne. Vyraz na pravej strane
rovnice pozdlz silo¢iary konstantny (lebo ten na lavej strane je), a v najblizSom bode ide silo¢iara v smere
y. Takze zderivovanim toho vyrazu v najblizSom bode podla y musime dostat nulu.
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Vysledkova listina FX po piatej sérii.

#  Riesitel FX1-12 FX13 FX14 FX15 >
1. Filip Kubina 43.2 3 2 - 48.2
2. Jan Hermann 34.5 4.5 5 1 45
3. Peter Vanya 20.4 2 2.5 - 24.9
4. Lukas Konec¢ny 16.2 4.5 - - 20.7
5. Michal Spisiak 19 - - - 19
6. Lucia Simanova 11.5 - - - 11.5
7. Dalimil Mazac - - 5 4 9
8. Samuel Hapak 8.5 - - - 8.5
9. Maria Kieferova 3.4 3 - - 6.4
10. David Vendel 5 - - - 5
11. Ivan Burmister 1 - - - 1
Michal Hojcka 1 - - - 1
Peter Ondac¢ 1 - - - 1

14. Zuzana Horvathova 0 - - - 0
Eugen Hruska 0 - - - 0
Barbora Sedlackova 0 - - - 0
Alena Cerné 0 - - - 0
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