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Vzorové riesenia a vysledky 6. série 3. ro¢nika

FX16 Vesmir (Opravoval Jakub)

Peto vyniesol do vesmiru svoju oblibent druzicu. DruZica sa dlho
tulala hlbokym vesmirom a dostala sa az do vzdialenosti d od Zeme, ked
jej zacalo byt smutno a zacala vysielat radiovy signdl s frekvenciou f.
Kubo si cheel naladit rddio na Petovu druZicu, a tak sa zacal zamyslat
nad nasledujicimi problémami.

(a) Akt frekvenciu signdlu druZice nameria Kubo, ak sa druZica po-
hybuge (hoc i velkou) rychlostou v smerom od Zeme?

(b) Aki frekvenciu signdlu druzice nameria Kubo, ak druZica stoji,
ale vesmir sa rovnomerne rozpina tak, Ze vzdialenost medzi dru-
Zicou a Zemou sa v case vysielania zvicsuje rychlostou v? Rov-
nomerné rozpinanie vesmiru v tejto ulohe znamend, Ze objektivna
vzdialenost medzi kaZdymi dvoma bodmi sa zvicsuje konstantnou
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rychlostou, pricom v kaZdom momente je rychlost vzdalovania sa
dvojice bodov priamo umernd vzdialenosti tychto bodov.

Pod radiovym signalom obycajne rozumieme elektromagneticki vl-

nu, obvykle smerovant vysielacom prevazne do nejakého zelaného pries
torového uhla, s vlnovymi dizkami od priblizne 1 do 1000 metrov.
Samotné informécia sa kéduje pomocou modulacie (superpozicia via-
cerych monofrekvenénych vin a vznik tzv. razov). Technicky sa jedna
o netrivialne zaleZitosti. Rozobrat takuto situdciu by zrejme bolo nad
nase sily a preto sa uchylime k zjednodusenému myslienkovému experi-
mentu (Gedankenexperiment) — komunikécia bude prebiehat pomocou
elektromagnetického Ziarenia vysielanim foténov! z druzice v smere
priamo k Zemi po davkach s frekvenciou f. Informéaciu budem kédo-
vat pomocou poc¢tu vyslanych foténov (¢ize pomocou amplitudy, ak
sa bavime v terminoch vin).

Cast (a).

Spominand rychlost druZice v moze byt podla zadania velka. Tym
sme chceli povedat, Ze mdze byt porovnatelna s rychlostou svetla — a
ze teda tuto Cast treba rozobrat relativisticky. Zrejme ste uz poculi

Malo by byt zname, Ze elektromagnetické javy maji dudlny charakter a d4 sa uvaZovat o elektromag-
netickych vlnach ako aj o prude castic — foténov.



o dilatéicii ¢asu a kontrakcii dlzky v $pecialnej tedrii relativity. Je to
dosledok Specialnych Lorentzovych transformacii
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Tieto rovnice nam hovoria, ako sa transformuji siradnice polohy a
¢asu pri prechode z inercidlneho systému S s kartézskou stistavou su-
radnic z, y a z a ¢asom t do inercidlneho systému S’ s kartézskymi
suradnicami 2/, 1/, 2/ a ¢asom t', ktorého pociatok sa vzhladom na
S hybe rychlostou v v smere kladnej x-ovej polosi. Stradni¢né osi ¢/
a 2 st rovnobezné s osami y a z, osi &' a x sa prekryvaju, a v Case
t = t' = 0 sa pociatky oboch stustav prekryvaju.
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Tieto vztahy urcéuju, kde (r' = (2/, ¢/, 2’)) a kedy (#') budem v systéme
S" pozorovat udalost, ktora nastala v systéme S v mieste r = (z, v, 2)
a v Case t.

V nasom pripade méZzeme uvazovat systém S spojeny s druzicou
a S’ bude spojeny so Zemou?. Nech sa teda Zem hybe od druzice
rychlostou v. Druzica vysle v ¢ase t v mieste r = (z,y,2) = 0 prvy
signal. V case t + T, kde T' = %, vysle opédt v mieste r = (z,y,2) =0
druhy signal.

2Tu prave robime zna¢né zjednodusenie problému, lebo Zem sa nepohybuje rovnomerne! V skutoénosti
by sme mali rieSit problém tak, Ze by sme spocitali, kedy k ndm signal prileti, a rychlost druzice vzhladom
na Slnko by sme mali relativisticky séitat s rychlostou Zeme voéi Slnku v danej dobe priletu signdlu. V
takomto pripade uz vSak ani smer $irenia signalu nemusi byt rovnobezny so smerom vzijomného pohybu
druzice vzhladom na Zem v dobe prijmu...
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Podla vyssie napisanych transformac¢nych vztahov uréime, kedy a
kde tieto dve udalosti (pipnutia) nastana v sustave S’. Pipnutie 1 na-
stane v Case t] = vt v mieste r} = (2}, v1, 21) = (—7vt,0,0). Pipnutie
2 je v sustave S udalost, ktord nastane v ¢ase ty = yv(t +7T') v mieste
ro = (2,95, 7)) = (—yv(t+T),0,0). Teraz nam staci vyuzit zakladny
princip Specidlnej tedrie relativity — totiz, Ze vSetky inercialne vztazné
ststavy st si rovnocenné a teda nutne rychlost svetla (teda i rychlost
Sirenia nasho signalu) je v kazdej sustave rovnaka. Spocitame Cas 77,
kedy doleti prvy signal k Zemi:

u v
=1+ =y (1+-)¢

Obdobne zratame cas priletu druhého signalu 75 a ich rozdiel urci
periddu prijimaného signalu

1+2 /
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Potom prijimana frekvencia je
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Cast (b).

Najprv si obrazne vyjasnime, ¢o to vlastne rozpinanie vesmiru je.
Pod rozpinanim vesmiru sa mysli, Zze samotny priestor sa ,nafukuje®.
Ak chceme takéto ,nafukovanie“ pozorovat, tak zrejme potrebujeme
nie¢o, ¢o svoju dlzku v takomto podivnom svete nemeni. Napriklad
pevnt ty¢. TakZze ak mame 2 rézne body® A a B v priestore, tak mo-
zeme urcit ich vzdjomnu vzdialenost pomocou nejakého poctu tydi,

3 Ak sa ¢itatelovi body nepédia, tak si do nich moze umiestnit nejaké telesé. Tieto telesd viak musia byt
jedno vzhladom na druhé v pokoji, nehybné.



ktoré poukladdme do rovného radu? jednu vedla druhej. Po istom ¢ase
sa nas priestor ,nafikne“ a to v kazdom mieste rovnako. Teda v kaz-
dej skulinke medzi atémami pribudne kisok ,,nového* priestoru. Avsak
ocakavame, Ze fyzika bude fungovat rovnako ako v stucasnosti, takze
atomy sa posnazia, aby sa ich vzdialenosti nemenili. Potom sa ale
nebudt menit ani dizky ty&. Zakonite ale teda vietok pribudly pries-
tor objavime medzi tyCami, ktoré sa postupom ¢asu budu rozchadzat.
Ked ich znovu dame do radu tak, aby zacinali v bode/telese A, tak
nam zrejme bude chybat niekolko ty¢i pri B. Doplnenim mdZeme zis-
tit, o kolko sa vzdialenost |AB)| zvicsila za uplynuly Cas. Vieme tak
urcit ,rychlost pribidania priestoru medzi bodmi A a B“, ktora v
zadani oznacCujeme v. Tu by som ale zddraznil, Ze nejde o rychlost v
pravom slova zmysle. Telesa v bodoch A a B sa navzajom nehybu’.
Len priestor medzi nimi pribida! Kvoli pribudaniu priestoru sa po-
jem rychlosti mimo pociatku systému komplikuje, pribuda akysi drift
sposobeny rozpinanim. V takomto pripade bude rovnocennost inerciél-
nych sustav iba lokdlna — teda rychlost svetla bude ¢ iba v pociatku
danej sustavy?®.

Prenos signalu mozeme teda uvazovat tak, Ze letiaci fotén sa bude
vzdy vzhladom na miesto, kde sa nachadza, pohybovat rychlostou c,
a sucasne sa priestor pred a za nim bude rozpinat. Ked signal doleti
na Zem, uz nemusime pouzit transformaécie stiradnic a ¢asu zname zo
Specialnej tedrie relativity, tak, ako sme ich pouzili v predoslej casti
pri prechode z jednej vztaznej ststavy do druhej’.

Meranie vzdialenosti pomocou pevnych tyéi budem povazovat za
spOsob urcenia tej v zadani spomenutej objektivnej vzdialenosti. Spo-
sob, ako ich poukladat do rovného radu, vyrieSim elegantne tak, Ze
budi duté a ich stredom pdéjde laserovy la¢ z A do B. Kedze uva-
7ujeme tzv. plochy priestor®, tak sa svetlo bude &irit rovno v zmysle

4Vyznam slova rovno moze byt v krivjch priestoroch odlisny od toho, &o povazujeme za rovno my. Vo
v8eobecnej tedrii relativity sa za rovno povazuje smer, akym sa $iri svetlo. No, ale v blizkosti masivnych
hmotnych objektov sa smer Sirenia svetla zakrivuje, ako keby padalo na ne. Ide o tzv. gravitational lensing,
Cize akési gravitacné SoSovkovanie, lebo masivny objekt funguje pre svetlo fakticky ako spojna Sosovka.

5Vo svojej podstate ide o veobecno-relativisticky problém, ktory sa riesi zavedenim tzv. comoving
sturadnic. Tieto sa rozpinaju presne podla skdlovacieho parametra a(t) a objekty iba undSané priestorom
st v nich nehybné.

6 Ak by mal niekto problém s tym, Ze potom sa svetlo vzhladom na zdroj moze ¢asom ,hybat“ rychlejsie
ako ¢, tak toho mozem ,utesit“, Ze vo vSeobecnej tedrii relativity to nie je na skok z mosta. ..

"Skiaisim laicky naértnat, ako vnimam ja, preco netreba transformovaf suradnice, ale je to len moja
naivna predstava neznalca vSeobecnej teorie relativity. V pripade Specialnej tedrie relativity st neobvyklé
transformdcie stradnic a éasu dosledkom toho, Ze svetlo sa hybe vzhladom na lubovolného pozorovatela
rychlostou ¢, a to aj vtedy, ked st tito pozorovatelia vo vzajomnom pohybe. V tomto pripade ziaden takyto
klasicky nezmysel“ nenastava, lebo uvazujeme fotén, ktory sa hybe vzhladom na miesto, kde sa nachadza,
rychlostou c.

8To znamend, %e nie je zakriveny, ¢o je ekvivalentné tomu, ze plati ds> = dz? + dy? + dz2, ¢o je
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nam bezne znamom. NaSe meranie je sice tazko preveditelné, ale nam
ide len o fyzikélne realizovateInt konstrukciu. Vdaka tomu sme naSmu
pojmu objektivnej vzdialenosti dali solidny zaklad.

Teraz spracujeme informéciu zo zadania o rovnomernosti rozpina-
nia, ktord je kvalitne zaSifrovana. Tvrdime, Ze vzdialenost kazdych
dvoch bodov sa zvicsuje konstantnou rychlostou (konstantnou v case!),
a Ze rychlost vzdalovania je (v kazdom danom momente) priamo timer-
né vzdialenosti. Tu, Zial, chyba informaécia, Ze konStanta imernosti je
univerzalna pre cely vesmir, ¢o sa vSak snad dalo domysliet z privlas-
tku rovnomerny. Konverzia tohoto slovného labyrintu do reci vzorcov
je na poc¢udovanie velmi pritazliva

L(t) = L(to) + Ho(t — to)L(to) = a(t)L(ty).

Sami sa mozZete presvedCit, Ze tento vztah dava naozaj v case kon-
Stant rychlost vzdalovania sa, a tieZ priamu tmeru rychlosti od vzdia-
lenosti pre lubovolny zvoleny ¢as. Veli¢ina a(t) = 1 + Hy(t — tj) sa
nazyva Skalovaci parameter. Udava, kolkokrat sa natiahla vzdialenost
L medzi ¢asmi ty a . V nasom jednoduchom modeli je to linearna fun-
kcia ¢asu t. Konstanta oznacena symbolom Hy méa dolny index 0, lebo
ide o prvii derivaciu a(t) podla ¢asu vyjadreni v ¢ase ty.” Pismenko H
si zasluzi vdaka jej objavitelovi, je to totiz Hubblova konstanta. Udéva
rychlost, s akou rastie vzdialenost, na jednotku dlzky v ¢ase t,.10
V nasom pripade teda plati v = Hyd a casovy vyvoj objektivnej
vzdialenosti druzice od Zeme je dany rovnicou d(t) = d + vt, v ktorej
za Cas t = 0 povazujem okamih, ktory je v zadani popisany ako cas
zacCatia vysielania. MoZeme napisat rovnicu, ktora bude popisovat, ako
sa §fri signdl rychlostou svetla od druzice k Zemi.!! Nech r(t) je objek-
tivna vzdialenost signalu (vypusteného druzicou v ¢ase ¢t = 0 smerom
k Zemi) od druzice. Potom plati diferencidlna rovnica
. r .
r(t) = c+ mv, (1)
ktord hovori, Ze rychlost narastania objektivnej vzdialenosti signalu
od druzice je sucet rychlosti svetla c a rychlosti narastania objektivne;j

Pytagorova veta pre diferencialy v 3-dimenzionalnom priestore.
9V nasom pripade ide o prva ¢asovi derivaciu a v Tubovolnom &ase, ale ak uvazujeme komplivanejsiu
funkciu a(t), tak potom to uz jedno nemusi byt. V redli je funkcia a(t) naozaj komplikovanejsia.

10Pre predstavu uvediem hodnotu Hubblovej konstanty v nami pozorovanom vesmire v si¢asnosti: Hog =
(71 £ 3,5) I;Inp/:, kde Mpc = 10%pc ~ 3,26.10%ly. [pc je znacka pre jednotku dizky parsek, ¢o je skratenina
od slovného spojenia paralaza 1 oblikovej sekundy — vid Wikipédia — a ly je znacka pre svetelny rok, light
year.

"'Mimochodom, formalne presne rovnako vyzera priklad z kuchyne pana Lubomira Muchu o muche,
ktora kraca rychlostou u po idedlnej gume. Zacina liezt od steny, o ktort je gumicka prichytend. Muche to
vSak nélezite stazime tym, ze druhy koniec gumy fahdme konstantnou rychlostou v pre¢ od steny. Otazka
je, za akych podmienok pride mucha na kraj gumy, ktory tahame, a kolko jej to bude trvat.




vzdialenosti medzi druzicou a signalom. Podmienka vyjadrujuca kedy
signal dorazi na Zem je zrejme

r(t) = d + vt.

Nuz, popravde, zapisané v tychto suradniciach to vskutku vyzera
nevabne. Ved len tak bez rieSenia ani nevieme povedat, ¢i signél nie-
kedy k Zemi vébec dorazi. Hop? Ale to by sme mohli vediet! UvaZzujme
stradnicu z(t) = ;&)t, ktord vyjadruje, v akej Casti cesty od druZice
k Zemi sa nachadza signal v Case t. Vdaka rovnomernosti rozpinania
priestoru sa zrejme cast za druzicou nafikne Gmerne svojej objektiv-

nej dlzke a ast pred druZicou tiez — teda samotné rozpinanie priestoru
nespdsobuje zmenu z(t). V premennej z(t) dostaneme rovnicu

cdt c
= = z(t) = —, ii
d—+ vt ®) d—+ vt (i)
ktora hovori, ze jedina Casova zmena v sturadnici x(t) je spésobena

vlastnym pohybom signalu rychlostou c. Podmienka vyjadrujica kedy
signal dorazi na Zem je jednoducho

dx

z(t) = 1.

Prechod od rovnice (i) k rovnici (ii) sa nazyva transformacia pre-
mennych v diferencialnej rovnici a vseobecne sa tesi obrovskej popu-
larite v druhom semestri analyzy :-).1?

Kazdopadne, nasa rovnica (ii) je separovatelna, ¢o znamena, ze rie-
v N N 0} e 9 e e . ’ v v
Senie vieme lahko najst jej integrovanim cez ¢as od t = 0 po T', ¢o
bude cas priletu signalu na Zem

T T c
/ xdt = / —dt.
0 0 d + vt

Integral vlavo je rovny 1, lebo signél za c¢as letu k Zemi prejde prave

celt cestu od druZice k Zemi. Integral vpravo sa déa riesit substiticiou

z =d+ vt a je rovny ¢ In d+d“T. Z toho mame vyjadrenie pre Cas letu

d d [ 1 2
=t (o) =S S () ]
v vi|ic 2\c
df. 1
_ ¢ 1+—9+...].
c| 2c

12N4§ postup prechodu k novej stradnici bol intuitivny, lebo sme chapali v§znam nagich stradnic. Ak
vsak clovek stoji zoci-vo€i nejakej diferencidlnej rovnici a ma v nej previest transforméaciu premennych
(matematické cvicenia nie su ovela napaditejsie ako toto...), tak je to nie¢o celkom iné. Potom uz pride na
invariantnost tvaru prvych diferenciélov. ..



Ked uz vieme, aky c¢as potrebuje signal na prilet na Zem, tak sa
mozeme konecne zacat zaoberat zmenou frekvencie vyslanych pulzov.
V c¢ase t = 0 sme vypustili jeden signal a ten na Zem dorazil v ¢ase T3.
Druzica vysiela s frekvenciou f, takze nasledovny signal vysle v case
7 = f~1. Ten dorazi podla predoslych vypoétov'® na Zem v case

d
Ty = — (e“/c — 1> + revle.
v

Na Zem priletia tieto dva signaly v ¢asovom rozostupe
=T, — T =Te""

Lahko sa mozZno presveddit, ze k-ty pulz vyslany druzicou v ¢ase t = k7
dorazi na Zem skutoc¢ne o ¢as k7’ neskdr po nultom signali. Prijimand
frekvencia na Zemi preto bude

el = DRI R

Nas vysledok vychadza v zhode s vinovou predstavou. Ak sme dru-

zicou vyslali fotén s vlnovou dlzkou A v &ase t a tento prileti na Zem

v ¢ase T, tak bude maf vlnova dizku N = Z(g)))\. To odpoveda jedno-

ducho pregkéalovaniu vinovej dizky foténu podobne ako sa Skalujt ob-
jektivne vzdialenosti. Pre frekvencie dostaneme vztah'* ' = f %,
¢o pre nase t = k7 a k nim prislusné vypocitané hodnoty T vypluje
zhodny vztah.

Malé zhrnutie a porovnanie posunov frekvencii (nielen suvisiacich

s tymto prikladom):

e Nerelativisticky Dopplerov efekt
Funguje pre vlnenia v prostredi s rychlostou Sirenia vzruchu c¢
ovela menSou ako rychlost svetla ¢. Ak u je rychlost detektora
vzhladom na prostredie v smere od zdroja a v je rychlost zdroja
vzhladom na prostredie v smere od detektora, tak plati

fo i
1+ 2

v+u  (v+u)v  (v+u)?
=f|1— . + 5 — 3 +...
0 0 =0

!3Zmena nastane jedine v hraniciach integrovania 0 — 7, resp. 1" — Tb.

HMPrislusny efekt sa zvykne oznacovat ako kozmologicky Gerveny posun. Privlastok cerveny m4 historické
korene. Ide o to, ze zndme okom viditelné spektralne Ciary sa pri pozorovani vzdalujiceho sa zdroja elek-
tromagnetického ziarenia postvaju k Cervenej farbe, ktord mé spomedzi ziarenia, ktoré vidime, najnizsiu
frekvenciu. Podobne to funguje, ak medzi zdrojom a nami pribada priestor.

7



e Relativisticky Dopplerov efekt
Pre viny $iriace sa rychlostou svetla a zdroj vzdalujici sa od néas
(detektor) rychlostou v plati

cC—v

r_
f=7 c+v
v 1
N . <_> _
¢ Kozmologicky posun
Pre Ziarenie emitované v ¢ase t a prijimané v case t’ plati vo

v8eobecnosti posun (vid vlnova predstava na rozpinanie vlnovej
dlzky X o Cosi vyssie)
a(t)

)

Pre linearizovany skalovaci parameter a(t) = 1 + Hy(t — ty) sme
vypocitali, Ze prijimand frekvencia signalu vyslaného v Iubovol-
nom c¢ase z miesta, ktoré malo v ¢ase ty objektivnu vzdialenost d,
bude

| —
A/~
olc
~
w

+
| I

f/ — fe—H()d/C
v 1 1 /v\3
ey
f{ 2 6 \c
e Gravitaény Cerveny posun
Pre Ziarenie emitované z povrchu hmotného sféricky symetric-
kého objektu o hmotnosti M a polomere R plati (d4 sa nan pros-

tonaivne prist zo zdkona zachovania energie pre fotén, ktorému
prisidim hmotnost m = E/c* = hf/c?)
1 GM
/

=fll4+—=—1/|.

=t 2%
Na zaver by som povedal nieco o nasSich predstavach o vesmire.
PodTla standardného modelu sa vesmir rozpina (pri¢om aktualnu hod-
notu Hubblovej konstanty som uviedol uz vyssie) a toto svoje rozpinie
zrychluje (teda funkcia a(t) mé aj vyssie ako linearne ¢leny). Tento
prekvapivy fakt ma matf na svedomi tzv. tmavd energia'®, ktora méa
zéporny tlak. Dalej sa predpoklada, Ze rychlosti vzdjomného pohybu

150krem toho, Ze vieme, akdl hustotu by priblizne mala mat, o nej nevieme skoro ni¢. Pévodne $lo
o dodato¢ny ¢len v Einsteinovej rovnici vo vSeobecnej tedrii relativity. Dnes ho Iudia zapracuvéavaji do
celkovej hustoty energie a hovoria o tmavej energii.



st vo vesmire nevelké (rddovo na trovni 1000 km/s) a preto na velkych
vzdialenostiach!® je Gerveny posun dominantnym efektom nafukovania
priestoru — ¢ize kozmologického charakteru — popripade kombinovany
s gravitaénym posunom (ten je vyznamny u hviezd s velkou hustotou,
napr. bielych trpaslikov).

FX17 Optika (Opravoval Bzduso)

Mato si minule kupil optické vldkno dizky L a konecne si svoj poci-
tac na intraku pripojil priamo ku serveru FKS. Jadro optického vidkna
je dlhy valec polomeru r vyrobeny zo skla s roznymi primesami tak,
aby sa rychlost Sirenia svetla v nom zvysovala linedrne so vzdialenos-
tou od jeho osi. Index lomu v strede je ny, na kraji ny. V strede jednej
jeho podstavy je bodovy zdroj svetla, ktory vysle kratky svetelny impulz.
Akt dIZku trvania bude mat impulz prijaty na druhom konci optického
vliadkna? Rddové zanedbania su pripustne, typické hodnoty velicin siu
L=1km, r=20pum, ny = 1.445, no = 1.44.

Pokial by som svetelny 1G¢ pustil presne v smere osi vlakna, ¢as za
ktory pride na opa¢ny koniec by bol L /vy, kde vy = ¢/ny (rovnako ako
v celom dalSom rieseni) oznacuje rychlost svetla v strede vldkna. Ab-
soltitna presnost sa vsak neda dosiahnuf!” a nezabranime skuto¢nosti,
ze svetlo vojde do vlakna s istym rozptylom. Liice, ktoré vchadzaja do-
vnutra pod nenulovym uhlom, budii na dosiahnutie opa¢ného konca
vlakna potrebovat viac-¢i-menej odlisny ¢as. Pointou tejto tulohy je
urcit, o kolko najviac sa mdze nejaky 10¢ omeskat alebo predbiehat
v porovnani s priamo iducim ldc¢om. Vopred podotknem prekvapivy
vysledok, ze vSetky odchylené luce ho predbehni.

Na zaciatok par uvazovanych predpokladov:

e Optické vlakno je rovné: Vzhladom na to, Zze aj poskricané

rozmer, vysledky by sa lisili az na vzdialenej platnej ¢islici.

e Svetlo, ktoré dosiahne povrch optického vlakna sa pohlti:
Zadanie to sice explicitne nespomina, skutocné vlakna st vsSak
urobené tak, aby sa takto sa odrazajice svetlo naozaj po prejdeni
kratkej drahy uplne pohltilo alebo uniklo von.

Oznac¢me uhol, pod ktorym 14¢ vojde stredom podstavy do vladkna
ako a.1® Svetlo sa postupne dostéva do miest s ¢oraz mensim indexom

160 kozmologickych vzdialenostiach hovorime, ak maju velkost radovo aspon 100 Mpc.
(i uz kvoli Parkinsonovi alebo kvoli Heisenbergovi. .. :-)
¥Mysli sa uhol na vnttornej strane valca, tzn. uz je zahrnuty lom svetla, ktory na podstave nastal.
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lomu, kvoli ¢omu sa bude zakrivovat jeho smer do ¢oraz plytSieho
uhlu. V istej vzdialenosti sa dokonca mdze stat, Ze 14¢ sa pohybuje
rovnobezne s osou valca. Hoci sme ho tak neposlali! A prekvapivy
fakt je, Ze sa potom zacne vracat naspit k osi valca. Pokisime sa
teraz presnu skutoc¢nost odvodit z rovnic.

A
y

-dé

dy

.
|

Mechanizmom zakrivovania 1ic¢a nie je ni¢ iné, iba Snellov zdkon
lomu. Optické vldkno si budeme predstavovat ako obrovské mnozstvo
vrstiev s hrubkou dy, ktoré sa navzajom lisia indexom lomu o malé
hodnoty dn. Ked bude svetlo prechadzat z jednej vrstvy na druhu,
nastane lom podla vztahu

cos 0, Nji1

COS (9,'.1_1 n; .

Pokial svetlo prechdadza N vrstvami, pre kazdy prechod plati ana-
logicky vztah. Vynésobenim vsetkych rovnic dostaneme

cosf; cosbs costy_1  ny ng ny
cosfy cosfs ~ cosOn  ny ne | ny_q
costh  ny
cosfy  ny

TakZe ak chceme zistit, pod akym uhlom sa $iri svetlo v nejakej
vzdialenejSej vrstve, staci ju porovnat priamo s prvou, kde svetlo vstu-
povalo pod uhlom «, a nemusime sa zaujimat o indexy lomu v pro-
strednych vrstvach (za predpokladu, Ze tieto svetlu dovolujia dostat sa
az do tej poslednej).

Teraz uz presne vieme, o aké lice sa budeme v rieseni zaujimat.
Aby neboli na povrchu pohltené, musia sa uz na nom (alebo skér,
my budeme skiimat prave hrani¢ny pripad) pohybovat pod nulovym
uhlom, tzn.

U]
cos o, = —
n

a, ~ 4,77°.

Ak sa teraz rozhodneme pocitat hladany cas, oplatilo by sa nam
poznat trajektoriu laca. A vychadzali by nam skaredé rovnice, keby
sme si neuvedomili nasledujuci fakt, ktory vzapéti dokazeme:

10



Lema: Draha kazZdého lica je vyskladana z kruzZnicovych
oblikov, ktoré zacinaju a koncia na osi valca.
Dokaz: Pripomenme si predosly obrazok, teraz v trochu inom svetle:

ds
\‘ﬁ
dy 7 e
R
do

Oznac¢me polomer krivosti v nejakom konkrétnom mieste ako R. V
tomto mieste mame tiez tenku vrstvicku hriubky dy, do ktorej svetlo
vstupuje pod uhlom 6 rychlostou v a vychidza z nej pod o nieco
mensim uhlom 6 — df a o nieco vicSou rychlostou v + dv. Plati:

cosf v

cos(f —df) v+dv
(Ide len o trochu upraveny Snellov zékon) Rovnicu vynasobime me-
novatelmi oboch zlomkov, pouZijeme stctovy vzorec cos(x —y) =

cosxcosy + sinzsiny a potom aproximacie pre limitne malé uhly
sindf = df a cosdf = 1. Dostaneme:

cos fdv = v sin 6d0

O rychlosti v je zadané, Ze sa so vzdialenostou meni linedrne. Je
teda popisana vztahom v = vy + ky, kde dosadenim y = 0, resp. y = r
mozno urcit konstanty:

C
Vo = —

ni

C

1 1
b= ()
T \ Ny 1

My do nasej rovnice potrebujeme diferencial rychlosti, pre ktory
zrejme plati dv = kdy, ¢im sa nasa rovnica transformuje na

cos kdy = v sinAd6.

Zaroven vsak z jednochej geometrie (pre kruznicovy obluk resp. pra-
vouhly trojuholnik) vyplyvaja rovnice:
ds = dy/sin 6

ds — RdY } = dy = Rsin6df
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Dosadenim do nasej rovnice dostavame po malej tiprave

1 v 1 v
R=-. — .
k cosf® k cosa

= konstanta,

kde sme si pravu pomocou rychlosti v strede vy a vstupného uhla
o mohli dovolit vdaka zakonu lomu. Ako vidime, polomer krivosti
li¢a nezavisi na vzdialenosti od stredu vlakna a bude teda cely cas
konstantny. 1 Koniec dokazu.

Treba si uvedomit, Ze tento fakt plati iba vdaka linedrnej zévislosti
rychlosti od vzdialenosti. Pri akejkolvek inej (napr. linedrna zéavislost
indexu lomu od vzdialenosti) by to uz bol iba priblizny. Teraz plati
presne. Ozna¢me dlzku jedného oblika ako d.

[ —

Z lahkej geometrie a pomocou uz ziskaného vztahu pre polomer
dostavam:

2
d=2Rsina = %tga.

Prejdime kone¢ne k samotnému ¢asu. Skusanim zistujeme, Ze naj-
lahSie je skimaft, za aky Cas prejde svetlo tsek df kruZznicového ob-
ltka.? To potrva ¢as

Rdf B Rdf cos b B Rdf cos o

dt = —
v vcosf Vo cos b

Zrejme prvua polovicu oblika prejde 14¢ za rovnaky cas, ako druhn,

takze
* Rd# cos o
t=2 -
o Upcosf

To vyzerd ako dost Skaredy integrdl. Mozno ho riesit substitticiou
tg(0/2) = t. O nieco krajsi je integral typu dz/sinz. Rozmyslite si,

90stéva samozrejme otvorena otézka, preco sa lG¢ neostane pohybovat vodorovne, ale po dosiahnuti
najvicsej vzdialenosti bude pokracovat v pohybe po tej istej kruznici. Pozri si pozndmku 4 na konci
vzorového riesenia.

20Postup cez dx vedie k matematickym komplikdcidm. Rozumny sposob ako spoéitat vzniknuty integral
by néas po substiticiach aj tak doviedol k uhlom.
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preco plati?!

/a do _/ do
o cosf x o Sin

Pomocou tejto zameny dostavame:

B}

t_QRcosa/% do _g/ do
v g_asinﬁ_k %_asinﬁ’

pri¢om primitivna funkcia k funkcii za integralom je In | tg (6/2) |+C.%2
S tymto poznatkom mézeme pre cas prejdenia jedného kruznicového
obltka napisat

2 tg (5) 2 ’ <7T Oz)’
_Zm| 2 2 T_9.
e o LAV

Takychto oblikov musi 14¢ prejst L/d, takze celkovy ¢as prislicha-
juci Iacu vstupujicemu pod uhlom « je:

L L
T=Zt=-—

1 T o«
d votgan’tg(z_g)’

Tato funkcia uhlu « je pre malé uhly klesajtuca. Najkratsi ¢as preto
prislicha maximalnemu uhlu «,,, ktory sme uz urcili. To je explicitné
rieSenie. Aby sme sa vsak presveddili, ze skutocne ide o klesajucu fun-
kciu, spravme nejké priblizenie pre malé uhly. Existuje vela ciest, ja
som zvolil nasledovnu. Plati suc¢tovy vzorec:

sin (z + y) __sinzcosy +coszsiny  tgzr+tgy

t = = B ’
g(z+y) cos(z+y) coszcosy—sinzsiny 1—tgrtgy

a ak si dosadime z = 7/4 a y = —«a/2, dostaneme

; (w oz)_l—tgoz/Z
\472) T 1rtga/2

21 Nakreslite si obrazok. Rozmyslite si zaroveri, preco plati vieobecnejsie tvrdenie

™

/a F(cos ) d@:/f f(sin8) do,
0 5

kde f je Tubovolna slusna funkcia.
22D4 sa k tomu prist univerzéalnou trigonometrickou substiticiou ¢ = tg 6 /2. Pre diferencial plati

2dt

0 = 2arctgt = d6 = T

a pre sin § mozeme odvodit

t 1 2t
~Z =9 . — .
2 TVI+e2 Vittz 1+t2

0
sin § = 2sin 3 cos

2dt
2
Lo = 4t ] 4+ C = In | tg(6/2)] + C.

1+t

Samotny integral sa potom zrata nasledovne: f % = f
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To ndm umoznuje prepisat si logaritmus nasledovne:

i (te(5-5)) =0 (Tt )~ (1-te5) —m (1+15).

Z, Taylorovho rozvoja pre logaritmus
In(1+x)==+z—2?/2+2%/3 —2*/4+ ...,

kde pre dostatocne malé x mézeme vSetky ¢leny okrem prvych troch

zanedbat,?3

o o 1 o 1 o
1<Lﬁ—»—1(1t—» e o BN
i g5) —m{trieg 85 T3 5T 3% 5

S e e
By T 5Tt 5T
2 o
~ o 2tg s g
&89 T3% o

Ak si pomocou suctového vzorca rozlozime aj tg o vo vyraze pre cas,

dostavame
L1—tg22 2
T ———éﬁ-%§3+w§g —
v 2tg9 2 73° 2

L Q 1 Q
= —-1—t2—) 14+ -tg?= | ~
%( &3 <'+3g2>

L 2
1——tg2@
Vo 3 2

Tu je uz klesajuci charakter ¢asu jasne zretelny. Lu¢, ktory nejde
priamo, ale po kruznicovych oblakoch, pride na koniec vlakna
za krat$i ¢as. S dalsim priblizenim? tga /2 ~ 3 tg a dostaneme

mozeme nas vyraz upravit takto:4

Q

2
|

L L 1—cos?a L n?—n?
AT ~ — tg Ay = : i g 2 27
6y 6vyg  cos?a,, 6y n;

pricom sme vyuzili uz skér odvodeny vztah cosa,, = ns/nj. Ak este
dosadime vy = ¢/nq, a zavedieme An = n; — ny, dostavame prakticky
rovnako presny vysledok

L
AT ~ —An~55-10""%.
3¢

23Keby sme ich zanedbali menej, tak by sme dostali vysledok nezavisiaci od uhla «, o je zrejme nedos-
tatoénd presnost vysledku.

24 Ano, koneéne sme sa dockali aj prvého matematického zanedbania. Ulohy by sme vedeli spocitat aj
bez neho, ale zadanie to od nas neziadalo, a vysledné vztahy by boli prinajmensom hnusné.

25 Je zaujimavé, e takéto pribliZenie sme nemohli urobit skér. Komplikoval nam to sicet prvej a tretej
mocniny tejto funkcie. Premyslite si to.
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Takto to je. Pre iplnost riesenia nasleduje este niekolko poznamok.

P0zZNAMKA 1: Zadanie pozadovalo len radovy odhad, nie explicitny
vysledok. Ten sa samozrejme dal ziskat omnoho jednoduchsie tym, ze
by sme nejaké zanedbania spravili omnoho skér. Napriklad sme mohli
integral [ df/ cosf nahradit integralom [(1+ %)d&.

Uloha sa tiez dala riest aj bez poznatku, Ze sa 11¢ pohybuje po kruz-
nicovych oblikoch. Potom by sme zrejme integrovali ¢as po tsekoch
dx, kde sa po istych priblizeniach dal ziskat rovnako presny vysledok.
Kazdopadne je tento pohyb po oblikoch celkom zaujimavy jav na to,
aby sme nan upozornili.

P0ozZNAMKA 2: Predstavte si, ze by ste optickym vldknom vysielali
napriklad morzeovku v podobe svetelnych impulzov. Aby boli signaly
na opac¢nom konci rozlisitelné, museli by byt vysielané bodky resp.
¢iarky oddelené dostatocne dlhou medzerou. Vzniknuty rozptyl svetla
teda obmedzuje mnozstvo informécie, ktord moze prejst vldknom za
dany cas. V praxi sa samozrejme nepouziva morzeovka, ale pri po-
dobnych technikach st obmedzenia analogické. Ak uvazime, ze impulz
zodpovedajuci jednému bitu informécie musi trvat radovo aspon ¢as
AT (inak by sa susedné bity zlievali kvoli rozptylu), dostdvame teore-
tické maximum pre prenosovi rychlost v radoch stoviek megabitov za
sekundu.

PozNAMKA 3: Kazd4 slusné funkcia je na dostatoéne malom tseku
dostatoc¢ne linearna. Preto napriklad aj rychlost svetla vo vzduchu v
zavislosti na vyske mozno povazovat za linedrnu funkciu. To znamena,
ze aj svetlo v atmosfére sa v skutoc¢nosti pohybuje po kruznicovych
obltikoch. Ich polomer je vSak niekolko desiatok tisic kilometrov. Je
to sice malé zakrivenie, ale vdaka takémuto lamaniu svetla vidime
slnko na oblohe o ktisok vyssie, nez v skutocnosti je. Tento jav je
najvyraznejsi ked je slnko nizko nad obzorom. Ked by jeho dolnu cast
nemalo byt vidno, stéle je v nejakej vyske nad obzorom a Slnko sa javi
splostené. Inak povedané, vdaka tomuto javu trva deri o nieco dlhsie,
nez by trval bez atmosféry.

15



FX18 Numerika v skimavke (Opravoval Tomas)

Evka sa na biologii rada hrd so skumavkami, minule napriklad do
skumavky tvaru valca s polomerom 1cm naliala vodu a pozorovala, aky
tvar bude mat jej povrch. Najdite kontaktny uhol medzi povrchom vody
a sklom, tieZ najdite celkove prevysenie hladiny vody na kraji a v strede
skimavky, a nakreslite tvar jej povrchu. Povrchovd energia rozhrania
voda-vzduch je 70 mJ.m~2, energia rozhrania voda-sklo 40 mJ.m~2 a
energia rozhrania sklo-vzduch 100 mJ.m~2. Ciselné vijsledky tplne sta-
cia.

Aby som citoval pana vSeobecne uznavaného fyzika Filipa K.: , Na-
kédim si to v pascale”. Ziskat analytické rieSenie v tomto pripade totiz
nie je jednoduché. Najprv si tilohu trocha sformalizujeme. Ze situécia
bude stredovo symetricka je nad Slnko jasnejsie. Nech teda f(r) vy-
jadruje vysku vody vo vzdialenosti r od stredu, pricom nulu kladieme
na uroven vody, ktord by v skimavke bola nebyt vypuklosti, ¢i skor
vpuklosti vody. Tento stav (rovnd voda) budeme povazovat za refe-
renény aj pri ratani energii. Kazdy hned vidi, Ze v porovnani s tymto
stavom ma4 sustava energiu:

R
AE =27Rf(R)(0ys — 0sa) + /0 27rrf(r)@pg dr

R
+ 2/ 1+ f'(r)%0,, dr,
0

kde o,, je povrchova energia rozhrania medzi x a y (v-voda, s-sklo,
a-air), R je polomer skimavky a p hustota vody.

Tento vrcholne nepedagogicky krok (greny vzorec ndm len tak padol
z neba) skiisim trochu zjemnif miernym dovysvetlenim jednotlivych
¢lenov. Prvy clen vyjadruje zmenu energie vnitorného povrchu sku-
mavky (pri zdvihnuti vody sa ¢ast vzduchu "nahradi” vodou). Druhy
¢len predstavuje zmenu potencialnej energie ktorti dostaneme ako in-
tegral cez velmi uzucké medzivaléia (polomer takéhoto medzivalcia je
r, sirka dr vyska f(r) a jeho tazisko sa nachadza v polovici jeho vysky,
¢ize f(r)/2. Posledny ¢len rata povrchovi energiu voda-vzduch, idea
rozsekani na medzivalcia je stale ziva, akurat sa lepSie pozrieme na ich
hornt podstavu, ktora nie je rovna ale sikméa. Tangens nasikmenia 6 je
akurét derivacia funkcie f a trocha goniometrie ndm umoziiuje zratat
kosinus tohto uhla. Skuto¢ny povrch hornej ,,podstavy* medzivalcia
bude potom 277 vynasobené r/cosf. Na zaver podotknime, Ze aby
AFE bola skutocne rozdeielom energii oproti referenénému stavu, mali
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by sme eSte od nej odéitat energiu voda-vzduch v referenénom stave.
Toto je vSak konStanta a teda na minimalizaciu AE (za chvilu sa k
tomu dostaneme) nem4 zmysel.

Nagou tlohou je teda najst také f, pre ktoré vyjde AE miniméalne.
Na toto existuje paradna vec, ktora sa vola tusim variacny pocet a na
fyzike na matfyze vas ju nauci v druhom roc¢niku Fecko. Na FKS na
seminari pre drsnakov vas ju mozno nauci aj Kulich. Problém s touto
metodou je ten, ze sa jedna vlastne o problémy dva. Menovite

e Prvy problém: Vicsina z vas neméa absolvovaného Fecka.

e Druhy problém: Nam nestaci hocijaka funcia, hladdme taka fun-
kciu f, ktora spliia

R
/ 2nrf(r) dr = 0.
0

Tymto chcel basnik (akoZe ja) povedat, Ze voda v skiimavke sa
nekoti a jej mnozstvo je rovnaké ako v referenc¢nom pripade.

Preto nastupuje na rad numerika. Aby sme nasli aspon priblizné
Ciselné riesenie, interval [0, R] rozsekdme na hrozne prtavé kusky o
velkosti dr a v nich si budeme pamitat hodnoty funkcie f. Integrovanie
nahradime sumaéaciou a derivaciu rozdielom dvoch susednych hodndt
predelenym dr. K danej f uz teda polahky vieme najst hodnotu AE!
Ako vSak néasjt funkciu s miniméalnou AE?

Prvoplanovym a pre tento problém pouZitelnym rieSenim je zobrat
nejaku, hociaka f, a sktsat na nu aplikovat drobné zmeny. Ak sa AE
znizi, zmenu zapamétame, ak nie, zrusime ju. Takto skiiSame postupne
vSetky zmeny. V okamihu, ked uz Ziadna zmena nevedie k zmenseniu
AFE, prehlasime, 7e sme nasli optimum. A coZe st to presne tie nase
zmeny? Prvoplanové (zlé) rieSenie je zobrat f(r) a zmenit jeho hod-
notu o Ah, ¢o bude nejaka nami zvolena mala konstanta. Toto je vSak
cesta do pekla — nase zmeny nam menia objem vody v skiimavke.
Preto to spravime inak. Okrem toho, ze f(r) zvdc¢Sime (zmensime)
o Ah, zmensime (zvic¢sime) vSetky hodnoty funkcie f o presne taku
hodnotu AR/, ze Ahxw((r + dr)* — r?) = ARh/mR?. Takymto trikom
iba ,,prelejeme“ vodu z jedného miesta v skimavke na iné. A je to.
KolkoZe to touto skvelou metédou vyslo? Kedze som prili§ lenivy to
kédit, zacitujem panov v.u.f. Kubinu a Mazéca: rozdiel vysok 2.8 mm,
kontaktny uhol 59°.20

26Zamyslite sa nad tym, ako tento kontaktny uhol priamo vypocitat. Konkrétne si skiste si rozmysliet,
aké sily pdsobia na molekuku vody priamo na trojrozhrani voda-sklo-vzduch.
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Aby som vynahradil svoju lenivost problém vlastnoru¢ne naprogra-
movat, prikladdm na zaver asporn zopar filozofickych otazok, nad kto-
rymi je dobré sa zamysliet: Ako zvolit Ah, aby sme dostali ¢o najlepsi
vysledok za ¢o najkratsi ¢as? Ako by mohla vyzerat optimalna Ah ako
funkcia konfiguracie (tj. ¢asu, vysky vody, zlepsenia za poslednt itera-
ciu, ...)7 Su velic¢iny ako g4, 0ys priamo zistitelné nejakym meranim?
Co je pre vysledok naozaj délezité?

V tomto konkrétnom priklade sme mali trochu Stastia — podarilo
sa nam navrhnit taka sadu drobnych zmien, ktoré zachovavali nasu
vizbu, t.j. mnozstvo vody v skiimavke. Viete si predstavit systém, kde
by navrhnuat takéto zmeny nebolo jednoduché? Ako by ste postupovali
potom?
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Vysledkova listina FX po Siestej sérii.

# Riesitel FX1-15 FX16 FX17 FX18 >
1. Filip Kubina 48.2 4 5 3.5 60.7
2. Jan Hermann 45 2 5 1 53
3. Peter Vanya 24.9 1 2.1 - 28
4. Lukas Konec¢ny 20.7 - - - 20.7
5. Michal Spisiak 19 - - - 19
6. Dalimil Mazac 10 - - 5 15
7. Lucia Simanova 11.5 - - - 11.5
8. Maria Kieferova 6.4 1 3.1 - 10.5
9. Samuel Hapak 8.5 - - - 8.5
10. David Vendel 5 - - - 5
11. Ivan Burmister 1 - - - 1
Michal Hojcka 1 - - - 1
Peter Ondac 1 - - - 1

14. Zuzana Horvathova 0 - - - 0
Eugen Hruska 0 - - - 0
Barbora Sedlackova 0 - - - 0
Alena Cerné 0 - - - 0
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