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Na zaciatok trochu politickej filozofie, alebo naco je dobra veda. Co je cielom fyziky? Klasicks
mechanika riesi pohybovd rovnicu F = ma, z ktorej mozno matematickou metédou menom
integracia zistit polohu x(¢) a rychlost v(¢) v €ase, napr. pre obiehajticu planétu alebo kamen
letiaci vzduchom. Tieto veli¢iny st zo zrejmych dévodov praktické pre zivot.! Sem-tam z rieseni
pohybovych rovnic mozno vypozorovat rozne obrazoborné javy, ako napr. zZe planéty sa pohy-
buji po elipsach, alebo vieobecne kuzeloseckach.

V kvantovke pre zmenu zistujeme energie v zavislosti od kvantového ¢isla. Co je kvantové
¢islo? Ako je vSeobecne zname z ni¢nehovoriacich populdrnych prednésok, ¢astice su viny, a
viny spolu interferuji, obcas pozitivne a obcas negativne. Konkrétnejsie, Castice su stojaté
vlny, podobne ako struny na gitare. Takéto struny majui presne definovand vinovia dfiku, ktora
zavisi od vzdialenosti medzi miestom, kde sme prstami chytili strunu, a jednym koncom gitary.
Oznaéme tiito vzdialenost L a vinov dizku A. Na obrazku 1 vidno, ze len niektoré vlnové diiky

su povolené, resp. len pri nich nastava konstruktivna interferencia, a to
2 1 2
A=2L,L,-L,-L,...=—L.
3 2 n

Toto n je vhodné kvantové ¢islo, pretoze nam ¢isluje existujice stavy (funckie vychylky v zavislosti
od polohy), v ktorych sa struna moze nechddzat.
Matematicky vzato, vychylka struny sa riadi vlnovou rovnicou, s ktorou sa mozno zoznamit

(okrem vsadepritomnych kniziek a internetov) napr. v prikade FX E3 zo zbierky:?

821/1(I,t) — ?)2 82@0(58775).

ot? 0x2

Riesenim takejto rovnice je hocijakd funkcia v tvare ¢ (z — vt) (overte si dosadenim), ktord ma

na koncoch nulovii vychylku, teda ¢(0) = (L) = 0. Takédto funkcia s nulami na konci sa da
rozlozif do presne danych sinusov a kosinusov, sin(k(x — vt)) a cos(k(z — vt)),® kde k = 27 /A
je tzv. vlnové é&islo. Tieto sinusy a kosinusy nazyvame vlastngmi funkciami/stavmi. Ked ich
dvakrat poderivujeme podla polohy a ¢asu, vypadne ndm, podla o¢akévania, rychlost (overte

si).

1 ,,Pohybova rovnica”

Takto priblizne vyzerd mikrosvet, len trochu komplikovanejsie. Vlnovii rovnicu trochu poz-
menime, primieSame komplexné ¢&isla, hmotnost skiimanej ¢astice a nejaké konstanty. Vznikne

'Napriklad ked po nds nepriatel vo vojne vystreli gulu z dela, my vieme na zdklade odhadov o jej rychlosti
a uhle spocitat, kde presne v nasom meste dopadne. A to je (bola) pre Zivot kli¢ova zruénost.

2Link na, zbierku tuto.

30dborne sa tomu hovor{ Fourierov rozvoj.


http://old.fks.sk/fx/zbierka/knizka.pdf
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e S S S S S S Obr. 1: Vlny na strune gitary.

tak rovnica Schrodingerova:

h? 02 0
——— = (x,t) = ih—1p(x, ).
o (s t) = b (a1
Este mozeme primiesat potencial (napr. elektrické pole V(r) = 47350 %), ¢im vznikne

( h2 82

 2m 0a?

+ V(a:))z/) - ihgtz/;.

Ako teda zistime tie energie? V prvom rade sa vykasleme ¢as a budeme sa ststreditf len na
polohu. A spravime jeden velky mentalny krok bez podrobného vysvetlenia, na ktory treba kus
nezézivnej matiky: pravi stranu s éasovou derivaciou vymenime za E1. Tt velki vec v zdtvorke

na lavej strane voldme hamiltonidn,

h? 02

H=omaz TV @

(z) volame vlastny stav a E vlastna hodnota. Vlastné hodnoty s pozorovatelné, ktoré mozno
odmerat.? Vlastné stavy 1 (z) mozno interpretovat tak, ze ich velkost |1 (z)|?> ddva hustotu
pravdepodobnosti vyskytu castice v bode x. To ndm naznacuje, ze castica sa nikdy na 100%
nenachddza v jednom bode, ako je to v pripade hmotného bodu v klasickej mechanike, ale je
tak trochu vsade, jej poloha neurcita. Filozoficky fascinujici, ale pre redlne vysledky relativne
nepodstatny fakt, takZe ideme d'alej.

Vznikol ndm sexi vzorec na tricko:
Hip = Evp.

Prvy ¢len hamiltonidnu mozno povazovat za kvazi kineticki energiu, druhy za potencidlnu. Ako
to celé intuitivne uchopit? Potencidlna energia hovori sama za seba, o kinetickej mozno povedat,
7e je umerna gradientu d/dz (na druhu), pretoze ¢im je vlna (napriklad na ocedne) strmsia,
tym viac ma energie, alebo tym rychlejsie sa pohybuje (pripominame, ze aj stojaté vlny sa
pohybuji).

40dmerat ich mozno len velmi komplexnymi spésobmi — predsa len ide o malické atémy, nie mesiace a
padajtice jablkd ako v makrosvete — ktorych vysvetlovanie by ndm zabralo aspoil jednu knihu, keby sme im sami
rozumeli. Spomedzi vetkych metéd spomenime aspon spektroskopiu, ¢o je oziarenie nejakého plynu svetlom a
pozorovanie uzkych Ciernych ¢iar v spektre na druhej strane, ¢o su energie, resp. vinové dfzky, absorbované tymto
plynom.



Cielom kvantovky je teda pre konkrétny hamiltonidn najst vlastné éisla a vlastné stavy.
Samozrejme, toto je analyticky mozné len pre najjednoduchsie systémy. Vacsinou ide o teoretické
myslienkové experimenty, medzi tie praktické radime napriklad atém vodika.® Teraz si zoberieme
na musku najjednoduchsi teoreticky systém.

2 Castica v nekoneénej potencidlovej jame

Tymto zdanlivo uletenym modelom sa za¢ina asi kazdy vysokoskolsky kurz kvantovky. Majme
jamu o sirke L, ktord ma vsade vnitri nulovy potencidl, V(z) = 0, a za svojimi hranicami
nekone¢ny. Jediné rieSenie Schrodingerovej rovnice mimo jamy, v nekonetnom potenciali, je
nulové funcia ¢ (premyslite). Vnitri jamy vyzerd rovnica takto:
2 92
STV _ gy,

Pozorny citatel si vS§imne, Ze tdto rovnica sa podobd na harmonicky oscildtor: §j(t) =
—w?y(t), ktorého vlastné funkcie st sinusy a kosinusy, alebo vo vSeobecnom pripade y(t) =
Asin(wt)+ B cos(wt), kde A, B st konstanty, ktoré si uréime z pociatoénych podmienok. (Overte
si, ze toto y(t) naozaj riesi rovnicu harmonického oscildtoral)

Dalej plati, ze ¥(0) = (L) = 0, pretoze funkcia musi byt spojita (inak by bola derivicia
nekokecéna, a s tiou aj kinetické energia.) Ked'ze kosinus je v nule nenulovy, zostdvaji ndm len
sinusy, ktoré upravime tak, aby boli v x = L nulové. Teda ¢ (z) = sin("f*), kde n = 1,2,3, ...
je kvantové éislo.

Tipli sme si vlastné stavy, zostdva ndm najst energiu. V tomto pripade ide o priamoéciary
proces — dvakrit poderivujeme stav a porovndme konstanty na lavej a pravej strane rovnice
(cvicenie). Vyjde nam

R2m?n?

2mL? "
Gratulujem, préave sme vyriesili prvy kvantovomechanicky problém! Nasli sme vsetky povolené
energetické stavy v zavislosti od parametrov systému (tuto jedine L) a kvantového ¢isla n.
Lepsie raz vidiet ako stokrat pocut, preto prikladdme obrazok 2a. A ¢o teraz s tym? Makaci
sa mozu pustit do fazsich problémov s nenulovym potencidlom V(z), kde nie je lahké/mozné
tipnut si vlastny stav a najst vlastné éislo, literatiry je na to dost. My sa najskor pozrime na
viacrozmerné systémy, ktoré sa v redlnom svete vyskytuju castejsie.
Hamiltonidn dvojrozmernej potencidlovej jamy je jednoducho
2 2 2
o (2 * 2 ) ¥(0) = BU(a).
Lahko si overite, ze vlastné funkcie si st¢inmi jednorozmernych vlastnych funkeii, ¥ (z,y) =
Y(x)Y(y), a vlastné éisla sia
_ R2m2(n2 + ng)
2mL2
A na trojrozmerny systém uz pridete aj sami. Teraz sa konecne mozeme zamysliet, na ¢o redlne

je dobry takyto model nekoneénej potencidlovej jamy.

5Dva atémy vodika alebo atém hélia si uz prilis komplikované, pretoze obsahujii dve Castice, i.e. elektrény,
a tie spolu interaguju vysoko netrividlnym sposobom, ktory nezahina len elektrické odpudzovanie, a ktorého
vysvetlenie a pochopenie by redlne zabralo desiatky stran. Citatel hladny po vzdelani méze giglif pojmy exchange
a correnation. Ide o mnohocasticovy problém, a kvantova tedria mnohocasticovych systémov je horica téma uz
poslednych 80 rokov, o ktorej by sa dalo basnit donekoneéna.



n=3 /\/\ n=3 /\/\/\/

n=2 n=2
n=1 n=1 A
—L/2 L/2 —L/2 L/2
(a) Potencidlovd jama... (b) ... s periodickymi okrajovymi podmienkami.

Obr. 2: Vertikdlna pozicia vinovych funkcif je ¢isto ilustrativna, za i¢elom prehladnosti.

3 Elektrony v kovoch

Koneéne sa dostavame k prikladu FX 6 FElektronovy plyn. Majme kov, teda material s peri-
odickou Strukturou. Zanedbajme jadra a zoberme len valen¢né elektrony z kazdého atému, a
taktiez zanedbajme ich vzdjomnt interakciu. Tieto zanedbania moézu posobit ako pritiahnuté za
vlasy, ale uvidime, ze to nie je zly Start pri aplikovani kvantovej tedrie na realne problémy. Ako
fyzikalny argument pre zanedbanie jadier a vacSiny elektrénov povedzme, ze posobenie tychto
dvoch prvkov na valencéné elektréony sa (takmer) vzajomne vyrusi. Tie vidia len odtieneny po-
tencidl, ktory nie je zdaleka taky silny ako Standardny coulombovsky dmerny 1/7. Co nidm
zostane? No predsa nekoneénd potencidlova jama.

V kove je kvoli absencii jadier nulovy potencidl, a za jeho stenami pre zmenu nekoneény,
ked'ze elekténom sa moc nechce vyskakovat. Pre pohodlie este pridajme jeden abstraktny kon-
cept: periodické okrajové podmienky (obrazok 2b), ¥ (x + L) = 1(x). Akokolvek absurdne to
posobi (elektrén zanikajici na jednom konci a objavujici sa na druhom?), ide o praktické
opatrenie. Jednak nemusime rozmyslat nad tym, ¢o sa deje na okrajoch nasho kovu, dvak peri-
odické okrajové podmienky davaju rovnaké vysledky ako neperiodické, a po tretie zjednodusuju
matiku.® To znamen4, ze rozdiel medzi stavmi nie st ndsobky polovice vlnovej dizky, ale celej,

teda vinové funkcie maji tvar sin(222%), alebo veobecne e, Teraz sa mozno s chufou pustit

do rieSenia prikladu.

5Teraz mozno vlastné stavy popisat miesto sinusov a kosinusov ovela krajsou (rozumej praktickejsou) funkciou

ik(z+L) _ eikz ikL -1 (

zlu¢ujicou jedno aj druhé, a to e***. Z tvaru k vidno, ze e , pretoze e overte si).



4 Este par popularnych riadkov o kvantovke

4.1 Pre fajnsSmekrov...

... ktori by radi vedeli, aké hamiltoniany sa este v prirode vyskytujui, pridajme stru¢ny motivaény

zoznam:

1. Kvantovy harmonicky oscilator, ako keby hmotny bod na pruzinke:

2 h? 82¢($) 1 2 2
H——% 92 —i—imw z°.

Po vyrieseni tejto obycajnej diferencidlnej rovnice pre vlastné funkcie/stavy 1 (z) a vlastné

hw/2, nie je nulova.

2. Atém vodika:
h? V2 1 e?

7 — _

2me dmeg 1
kde V2 = 92 /02% + 0% /0y? + 9% /02%. Tento model aj redlne nieco predpoveds, tj. vlnové
diiky svetla pohlcovaného vodikovym plynom, a tiez slizi ako zakladny stavebny kamen
pre popis energii molekil a elektrénovej struktiry materidlov.

3. Hubbardov model interagujicich elektrénov v periodickej mriezke:

> hione FU D Aty
(mn) o m

H

Ak nerozumiete ani jedinému pismenku, nezufajte. Aj najchytrejsi fyzici si nad nim lamu
hlavu uz poslednych 50 rokov. Okrem toho, toto uz nie je kvantova mechanika, ale kvan-
tové tedria pola, kde ¢astice vznikaji a zanikaji. Kratky opis na nabudenie: energia sa
znova delf na kinetické a potencidlne ¢leny, ¢ a ¢ st tzv. kreaéné a anihilaéné operatory,
ktoré ndm na pozicii m na mriezke vytvéaraji/zabijajd castice, a potom zabijaji/vytvaraji
na susednej pozicii n. fi,,¢4 je hustota elektrénov na pozicii m so spinom nahor, ktora inter-
aguje s elektrénmi na tej instej pozicii, ale so spinom nadol 7, (v podstate Coulombov
zékon), a U je sila tejto interakcie. No a ¢o ndm model vlastne chce povedat? Cielom je zis-
tit, pre aké U, alebo pomer U/t, je materidl vodivy alebo izolujtci, pripadne identifikovat
dalsie fazy (napr. paramagnetickd, feromagnetickd, supravodivd a mnoho inych).

Pre extrémnych makacov, ktorym tento model nedd spavat, odporic¢ame guglif termin
kvantovd tedria mnohocasticovijch systémov,” pripadne otravovat Tomésa Bzduseka, Kuba
Imrisku alebo autora tohto dokumentu.

4.2 Matematika

Jeden dévod (mozno najpodstatnejsi), preco sa kvantovka neuéi uz na strednej skole, je mnozstvo
nevyhnutného matematického aparatu. Pri klasickej mechanike a elektromagnetizme staci vediet
trochu derivovat a integrovat a zaujimavé vysledky sa rychlo dostavia. Pri kvantovke treba
vediet:

"Po anglicky Many-body quantum theory.



e dobre derivovat a integrovat,
e riesif komplikované diferencidlne rovnice, obyéajné aj parcidlne,

e ovladat linedrnu algebru, ktord prindsa Struktiry ako matice a vektory a pojmy ako kol-

most vektorov a funkcif a hladanie vlastnych vektorov a éisel matic,
e neskor aj komplexne integrovat.

Na zaver dodajme, Ze ovladanie matematiky sa v ziadnom pripade nerovnd hlbokému fyzikalnemu
pochopeniu! A preto treba ¢o? V prvom rade si ldmat hlavu nad klasickymi problémami z FKS
a FX.

4.3 Literatura

Literattry pre d'alsie stiidium je neirekom. Spomenme niektoré zdroje podla dolezitosti:

1. Seridl FYKOSU o kvantovej mechanike od Jaroslava Trnku, link tu. Miestami prili§ teo-
reticky a matematicky, ale asi jediny zdroj (okrem tohto) cieleny na stredoskoldkov.

2. Vysokoskolské skriptd. Kazd4d (zahrani¢nd) univerzita ma skripta k ivodnému kurzu kvan-
tovky, ktory sa ju snazi vylozit o najzrozumitelnejsie. Staéi si ich vypytat od orga-

nizatorov FX.

3. Tuéné staré knihy, za vSetky spomenime slovensky Uvod do kvantovej mechaniky (Pisut,
Gomolcék, Cerny), cesky Uvod do kvantové teorie (Formének), a spomedzi nekonecna

zahrani¢nych Modern Quantum Mechanics (Sakurai).


http://fykos.cz/rocenky/rocenka20.pdf
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